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6.5 Die Taylor-Reihe

Start: Erinnerung an den Satz iiber die geometrische Reihe.

e Fiir die endliche geometrische Reihe gilt die Summenformel

1 —
I p— fiir g € C\ {1},
e Fiir |q| < 1 ist die unendliche geometrische Reihe konvergent mit Grenzwert

= ]

Zq“:— fir |q| < 1,
1—q

n=0

wahrend die Reihe fiir |q] > 1 divergiert.
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Zur Herleitung der Taylor-Reihe.
Vorbereitungen:
e Sei f analytisch im Gebiet G, I' C G einfach geschlossen und positiv orientiert.

e Dann gilt die Cauchysche Integralformel

1 J’ f(C)

T 2m -z

f(z) d¢

fir jedes z € G, das von I' umlaufen wird.
e Sei nun a € G ein Punkt, der von I' umlaufen wird.

e Weiterhin bezeichne r den Abstand zwischen a und T’, d.h.

r=min|{ — q
cer

e SchlieBlich sei z ein Punkt im offenen Kreis B.(a) ={w e C:|w—a| < r} um
den Punkt a mit Radius 7, d.h. z € B;(a). Insbesondere gilt

z—al <.
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Zur weiteren Herleitung der Taylor-Reihe.
e Es gilt die Zerlegung

1 1 1 1

(—z C—a—l—a—z_C—a.1—§:2

e Wegen |z—al]<rund [(—a|] >rfir el gilt|q] <1 fir

_z—a
q'_C—a'
e Daraus folgt die Darstellung
1 1 s = [(z—a\"
pr— p— n: f" r
mE e LU n(E) e

1 [ ) & (z—a\" )
f(Z)_MJrCaT;(Ca) d¢ fur z € By (a).
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Zur weiteren Herleitung der Taylor-Reihe.

e Durch Vertauschen von Summation und Integration bekommen wir somit

N n | f(2) ..
f(z) = Z(z—a) 2—er T d¢ fir z € By (a).

n=0
e \Wegen
d¢

f™(a) 1 f(C)
n RJF (C—a)ntl

gilt insgesamt die Taylor-Reihendarstellung

flz) =) ‘c(:'(“) (z—a)™  fiirzeB.(a).
n=0 )

d.h. wir bekommen die Taylor-Reihe von f um den Entwicklungspunkt a

f'(a)
1!

/7

f (a)
2!

f(z) = f(a) + (z—a)+ (z—a)® +...
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Bemerkungen zur Taylor-Reihe.
o Mit

flz) =) f(n;’(“) (z—a)™  firze B.(a).
n=0 )

konvergiert die Taylor-Reihe in B, (a) und stellt dort f dar.

e Die Taylor-Reihe hangt nur von f und a, aber nicht von T" ab.

e Daher hangt der Konvergenzbereich der Taylor-Reihe nur von f und a ab.

Satz: Die Funktion f sei analytisch im Gebiet G und a sei ein Punkt in G. Dann
konvergiert die Taylor-Reihe

©  £(n)
fl=y W, g
n=0

n!

gegen f(z) fiir alle z innerhalb des groBten Kreises um a, dessen Inneres ganz in
G enthalten ist, d.h. fiir alle z € B.(a) C G. H
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Die Taylor-Reihe ist eindeutig.

Satz: Die Funktion f sei analytisch im Gebiet G und a sei ein Punkt in G. In
einer Umgebung von a gelte fiir f(z) die Darstellung

— i Cn(z—a)®
n=0

mit komplexen Konstanten ¢, € C, fiirm =0,1,2,.... Dann gilt

f(n) (a)

firm=0,1,2,...
n!

Ch —

d.h. die obige Reihe ist die Taylor-Reihe von f um a.

Beweis: Fiir z = a gilt f(a) = co. Durch Differentiation von f erhdlt man

chn z—a)" ! bzw. f¥ Znn ... n—k+1cn(z—a)™ ¥

n=I1

und somit f'(a) = c¢; bzw. (™ (a) = nlc, fiir z = a, d.h. die Koeffizienten ¢y
stimmen mit den Koeffizienten der Taylor-Reihe iiberein. |
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Ein Beispiel.

Fiir die Exponentialfunktion gilt

dTL
—— exp(z) = exp(z) fuirm=0,1,2,...,
dz™
und somit gilt
dn y
—— exp(z) = fuirm=0,1,2,....
dz™ z=0

Daher besitzt die Taylor-Reihe von exp(z) um a = 0 die Gestalt
= " z zZ 2z
exp(z):ZH:1—|—1—!—l—z—!—|—§+...

n=0

e Die Exponentialfunktion ist in der ganzen komplexen Zahlenebene analytisch.

e Somit gilt die obige Darstellung fiir die Taylor-Reihe von exp(z) in ganz C.
[]
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Noch zwei Beispiele.

e Fiir die Taylor-Reihe von exp(—z?) um Null bekommen wir die Darstellung
00 2\n 2 4 6
2 (—=z°)" . z¢ 2"z
exp(—27) = ZO S TR TR T
n—=

in ganz C.
e Die komplexe Sinusfunktion sin(z) besitzt die bekannte Reihen-Darstellung

00
ZZTH— 1 23 ZS Z7

sin(z) = Z(_”n(2n+1)z SEo gty T T

n=0

e Der komplexe Sinus ist auf ganz C analytisch.
e Die obige Reihe ist die Taylor-Reihe von sin(z) um Null.

e Die Taylor-Reihe konvergiert auf ganz C.
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Und noch ein Beispiel.

e Wir entwickeln die Taylor-Reihe der Funktion

1

flz) = 1+ 22

um Null. Fiir |z] < 1 gilt die Darstellung

o0

1_:22 :Z (—zz)n:1—z2—|—z4—z6:|:...

n=0

e Dies ist bereits die Taylor-Reihe von f(z) um Null.
e Die Taylor-Reihe konvergiert im Einheitskreis, d.h. fiir |z| < 1.

e Begriindung: Die Funktion f(z) ist analytisch in C \ {£i}, und der groBte
Kreis um Null, in dem f analytisch ist, ist der Einheitskreis. L]
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Die Cauchysche Koeffizientenabschatzungsformel.

Satz: Die Funktion f sei analytisch im Gebiet G. Die abgeschlossene
Kreisscheibe |z — a| < 1, r > 0, sei in G enthalten, und es sei

f(z) = ch(z—a)n —cotci(z—a)+calz—a) +...

n=0

die Taylor-Reihe von f um a, also

Cn = firm=20,1,2,....

Weiterhin sei
M(r) = max [f(z)].

lz—al|=r
Dann gilt die Cauchysche Koeffizientenabschédtzungsformel

M (1)

enl < =5 firn=0,1,2,....

Interpretation: Die Werte (™) (a) kénnen nicht beliebig schnell anwachsen.
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Beweis: Nach der Cauchyschen Integralformel gilt
f()(a) 1 f(z)
n! 21 J1, q=r (z—a)
Somit ergibt sich die Abschatzung
1 (z)
C = — dz
| n| 27T JIZ (1’ - Z_ a)ﬂ‘f‘]
< l max z) 27tr
— 27 \yz—a|=r Z— (1|n—|'1
M(r
= ) fuirm=0,1,2,.
rn
|
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Der Satz von Liouville.

Satz (Satz von Liouville): Ist eine komplexe Funktion f in der ganzen
komplexen Ebene analytisch und beschrankt, so ist f konstant auf ganz C.

Beweis: Sei f analytisch auf ganz C und beschrankt, d.h. es gibt ein M mit
f(z)| <M fiir alle z € C.
Dann gilt fiir a € C mit der Cauchyschen Koeffizientenabschatzungsformel
M
f'la)l < —
T
fiir beliebiges v > 0. Fiir r — oo folgt daraus

f'(a) =0.

Da a beliebig war, gilt " = 0 auf ganz C, d.h. f ist konstant auf ganz C. |
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6.6 Die Laurent-Reihe

e Voraussetzung: Sei f analytisch in zweifach zusammenhangendem Gebiet G.
e Ziel: Stelle f in G durch geeignete Reihen-Entwicklung dar.

e Vereinfachung:
Fira € Cund 0 <11 <712 < 0 sei fanalytisch im Kreisring

R=Ri(a)={zeC:rm <|z—a| <72} =By, (a)\ By, (a)

wobei B, (a) der offene, B, (a) der abgeschlossene Kreis um a mit Radius r > 0.

e Falls 11 =0, so gilt Ry*(a) = B, (a) \ {a};

e Falls 12 = oo, so gilt R (a) = C\ B, (a).

Beachte:
e f kann nicht nach ganzen positiven Potenzen von z— a in R entwickelt werden.
e Denn ansonsten wiare f analytisch in ganz B, (a).
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Die Laurent-Reihenentwicklung.

Satz: Die Funktion f sei analytisch im Kreisring R = Ri2(a), und es sei

1 f(z) .
n= — fi —0,x1,£2,...,
C i Jr Z dz urn =20, +1

wobei I' C R eine beliebige Kurve ist, die B, (a) einmal im positiven Sinne
umlauft. Dann gilt die Darstellung

f(z) = Z cn(z—a)™ fiir alle z € R.

n=——oo

Definition: Die obige Reihe heiBt Laurent-Reihe von f in R.
Weiterhin heiSt a das Entwicklungszentrum der Laurent-Reihe. [

Beachte: Die Laurent-Reihe enthalt positive und negative Potenzen von z — a.
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Bemerkungen zu Laurent-Reilhenentwicklungen.

e Falls f in ganz B, (a) analytisch ist, so gilt

1 f(z) )
C“:z—mjr e dz=0 firn= 1,23,

In diesem Fall enthalt die Laurent-Reihe keine negativen Potenzen von z — a
und stimmt daher mit der Taylor-Reihe

f(z) = Z cn(z—a)™ fiir alle z € B, (a).
n=0

liberein. Insbesondere gilt

Cn = fuirm=1,2,3,....
n!

e Die Werte der Laurent-Koeffizienten c,, sind unabhangig von T.
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Ein Lemma.

Lemma: Die Funktion f sei analytisch im Kreisring R = R}2 (a). Weiterhin sei
T1 < p1 < P2 <T12. Dann gi/t

T f(C) 1 f(¢) ,
flz) = Z—MJFZ C—zdc_z—mjn (2% firalle pr <l = al< o2,

wobei 7 der innere und 1, der duBere Kreisrand von Rgf ISt.

Beweis: Sei z € Rp?. Dann gilt (siehe Skizze)
] J f(¢) d¢ = f(z) und 1 J f(c) dC = 0.
rs Iy

2mi (—z 2mi (—z

Wegen I3 + 14 =T — I folgt

1 [ Q) 1 [ f(d)
f(Z) - ZTti‘Jrg C—ch+2ﬂidr4 C—ch

1 [ f(Q) 1 [ f(d)

T ol -2l 2 4
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Beweis vom Satz der Laurent-Reihenentwicklung.
Beweis: Sei z € R. Fiir ( € T gilt [ — al > |z— a] und somit

Zz—Qa

(—a

<1 fur ¢ € 1.

Damit bekommen wir
1 1 1 1 1 2 (z—a\"
(—z (—af+a—z (—a 1-—29 C—aZ (C—a)

und somit
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Fortsetzung des Beweises.
Andererseits gilt | — a| < |z — a] fiir ¢ € T} und somit
(—a

z—a

<1 fur C e Iq.

Damit bekommen wir

| 1 1 1 1 — ((—a\"
(—z (—at+a—-z z—a 1-5&8 za%(za)
und somit
1 f(Q) T — ((—a)"
_RL} C_ch — RJIH f( )T;)(Z_a)an d¢
=Y e | Ot
N T;)(z—a)““ 27 Jp .
— Z(z—a)_“_1c_n_1 = Z Cn(z—a)™. u
n=0 n=—1I
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Die Laurent-Reihe ist eindeutig.

Satz (Eindeutigkeitssatz):
Eine in einem Kreisring R = R{2(a), 0 < 1y <12 < oo, analytische Funktion f
kann nur auf eine Weise in R durch eine Reihe der Form

f(z) = i Cn(z—a)"

n=—oo

dargestellt werden, namlich durch ihre Laurent-Reihe, wobei

1 f(z) .
= firn=0,4+1,42, ...,
C 7t Jr Z dz urn =20, 41

mit einem Weg T, der B, (a) einmal im positiven Sinn umliuft.

Beweis: Angenommen es gibt eine weitere Darstellung der Form

f(z) = Z ¢ (z—a)" fir z € R.

n=—oo

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2008 ARMIN ISKE 179



UH
i KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION TUHH

Dann gilt

0= Z dn(z—a)™ mit d, = ¢, — ¢, fir n € Z.

n=—oo

Sei nun m € N und I' € R ein positiv orientierter Kreis um a.

Dann gilt (durch Multiplikation mit (z — a)~™ ! und Integration lings I")

o0

0= Z d"’J (z—a)* ™ 14z
n—=—oo r
Wegen
y 2 fir k= -1
J (z—a)“dz =
r 0 sonst

folgt daraus 0 = dy, - 27t und somit d, =0, d.h. ¢i, =,

Da m beliebig war, sind die beiden Reihen identisch. |
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Beispiel.

Bestimme die Laurent-Reihe der Funktion f(z) = sin(z)/z* im Kreisring RY .

Es gilt
. 0 o ZZn+1 ZS Z,5 Z7
in@ =) (G T e At
und daher ist
: 00 2n—1 3 5
sm(z):Z(_”n z :1_3 zZ oz
z? = 2n+1) =z 3! 5! 7l
die Laurent-Reihe von f mit Entwicklungszentrum a = 0. ]
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Noch ein Belsplel Bestimme die Laurent-Reihe der Funktion
1
f(z) = exp ( )
1—2z
um den Entwicklungspunkt a = 1.
Es gilt
e wh : w? w3
exp(w) = ZOF =1+w+ 1 + 3 + ...
und daher mit w =1/(1 —z),
. 1 1 1 1 n 1 1 n 1 1 n
X = — — _
PlT—2 NT—z 2000 —22 31 (1 —2)3
R T | N Tl
1! 2! 3!
die Laurent-Reihe von f mit Entwicklungszentrum a = 1. []
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Und noch ein BEISpIEl Bestimme die Laurent-Reihe der Funktion

in R} und in R. In R}, d.h. fiir |z] < 1, gilt

1

1_Z=Zz“:1+z+zz+z3+...

n=0

und daher 1
f(z):g+1+z+zz+zg+...

fur die Laurent-Reihe von f um a =0 in Ré. In Ry, d.h. |z| > 1, bekommen wir

RN R NS T T R N S S B
1—2z z]-%_ z z  z2 3 )z 22 z3 0 A T

und somit

1 1 1
f(z) :—Z2 3 g
fir die Laurent-Reihe von f um a =0 in R{°. []
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