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6 Komplexe Integration

Ziel: Berechne fiir komplexe Funktion f: D — W C C Integral der Form

J f(z)dz =7?
r
wobei I' C D C C ein Weg im Definitionsbereich von f.

Fragen:

e Wie ist ein solches komplexes Integral sinnvollerweise zu definieren?
e Wie sind komplexe Integrale der obigen Form einfach zu berechnen?

e Fiir welche Funktionen f kann man das Integral einfach bestimmen?

e Wie hangt der Wert des komplexen Integrals vom Weg I" ab?

e Kann man eine komplexe Funktion mittels komplexer Integration darstellen?
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6.1 Definition und Berechnung komplexer Integrale

Ausgangspunkt:
e Sei f: D — W eine komplexe Funktion mit Definitionsbereich D C C;
e Sei [' C D eine beschriankte orientierte Kurve mit Parametrisierung

N:t—z(t)ebD t € o, ]
wobei z(a) Anfangspunkt und z(3) Endpunkt der Kurve T
e Nun zerlegen wir " in . Teilkurven, jeweils durch Anfangs- und Endpunkte
zo = z(to),z1 = z(t1),z2 = z(t2), ..., Zn—1 = z(tn—1),2n = 2z(tn),
definiert, wobel x =ty < t1 < ... <th_1 <tn =p.

o Mit Az =zx1 — 2k, 0 <k <n—1, bilden wir die Partialsumme

Zk,Zh+1]

n—I1
Sn=) f(G)Az  fiir G €T,
k=0
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Definition komplexer Kurvenintegrale.
e Nun verfeinern wir die Zerlegung, so dass maxp<x<n |Azy| — 0 fir n — oo.
e Betrachte die Grenzwerte lim_ o S = ?

Definition: Falls fiir jede Zerlegungsfolge zo,...,zn fiir I' mit

max |[Azy| — 0 firm — oo
0<k<n

und fiir jede Wahl von Zwischenpunkten (y € F‘ e 2o 1] der Grenzwert

’ +
limn o Sty der Partialsummen S,, jewelils existiert und stets denselben Wert
ergibt, so wird der Grenzwert

n—1

lim S, = lim Z f(Cx)Azy =: J f(z) dz
n—oo n— oo r
k=0
als das Integral der Funktion f langs der Kurve I bezeichnet.
In diesem Fall spricht man von einem komplexen Kurvenintegral, f heil3t

Integrand und I' heifit Integrationsweg. ]
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Bemerkungen zu komplexen Kurvenintegralen.

o Ist f reellwertig auf der reellen Achse und ist ' = [, 3] C R ein beschranktes
Intervall der reellen Achse, so stimmt das komplexe Kurvenintegral mit dem
entsprechenden Riemannschen Integral iiberein:

s
J f(z)dz = J f(x) dx.
r 0.6
e Das komplexe Kurvenintegral exisitiert unter den folgenden Bedingungen.
(a) f ist stiickweise stetig langs T;

(b) T besitzt eine Parametrisierung z(t), t € [«, 3], die stiickweise stetig
differenzierbar ist, so dass z'(t) # O fiir alle t € [«, B].

Geometrische Interpretation von (b):
Die Tangente der Kurve I variiert stetig langs I" bis auf endlich viele
Knickstellen, d.h. I" ist stlickweise glatt.

e Im folgenden setzen wir die Bedingungen (a) und (b) stets voraus.
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BEiSpiEl. Wir berechnen das Integral fr z dz, wobei

e [ der im positiven Sinn einmal durchlaufene Einheitkreisrand.

e Verwenden mit q = e?™/™ die n + 1 Punkte
zZk=q° 0<k<n

zur Zerlegung von T" sowie die Zwischenpunkte (i = z.

e Flir die n-te Partialsumme bekommen wir

n—1 n—I1 n—I1
Sn = Z f(Cx)Azy = Z z(zepr —z) = ) q¥(a*t —g
k=0
n—I1
= (q—1) Zqzk (a—1) ) (gP)*
k=0

und somit

Sn=(g—N"H5— = ——
q q? —1 q+1

Wegen g?™ = %™ =1 folgt S, = 0 fiir alle n und somit [~.zdz = 0.
r
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Noch ein Beispiel. Wir berechnen nun das Integral |z dz, wobei
e [ erneut der im positiven Sinn einmal durchlaufene Einheitkreisrand.

e Mit der gleichen Zerlegung und den gleichen Zwischenpunkten bekommen wir

S, = Z k+1 k)

fiir die Partialsummen. Mit g = e~2™%/™ = 1/q folgt somit

n—1

Sn=) (a—1)=n(q—1)=n(e" 1),

k=0

Mit der Substitution { = 27ti/n berechnen wir nun den Grenzwert

. 2 ¢ _
im Se = fim n(e2™/™ 1) = fim 2 (et — 1) = 2ntt lim & = 2.
n— oo n— oo t—0 ¢ L—0
Somit gilt
J zdz = 2mi.
r
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Ein weiteres Beispiel.

Wir berechnen nun das Integral

1
J—dz
FZ

wobei [" wieder der im positiven Sinn einmal durchlaufene Einheitkreisrand.

Beachte, dass fiir jeden Punkt z auf dem Einheitskreisrand gilt

1
Z:Z fur alle z € C mit |z| = 1.

Somit bekommen wir unter Verwendung des vorigen Beispiels

1
J —dz:J zdz = 27,
rz r
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Zur einfacheren Berechnung komplexer Integrale.
Ziel: Reduziere Berechnung eines komplexen Integrals auf zwei reelle Integrale.

Start: Sei f: D — W eine stetige komplexe Funktion. Der Integrationsweg I’
besitze Parametrisierung

Mt z(t) =x(t) +1y(t) fira<t<p

Weiterhin: Zerlegung des Parameterintervalls [o, 3] mit Parametern
tr=a<ti<...<tho1<tqh =3
liefert entsprechende Zerlegung von I' mit Teilpunkten

zo =z(to),z1 = z(t1),...,zZn—1 = z(tn_1),2n = z(tn).

Setze
Atk = tk_|_1 — tx und AZk — Zx+1 — Zx

fuirk=0,1,...,n—1.

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2008 ARMIN ISKE 130



UH
i KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION TUHH

Zur einfacheren Berechnung komplexer Integrale.

Dann gilt
Az = zx41 —zk =  z(tkg1) — z(tk)
= [x(tig1) = x(te)] +ily(tes1) —y(tx)]
= [X'(tx) + v (tk)] Aty + Dk
= Z’(tk)Atk + (Dk
mltllmn_)OOA—k—Ofurk 0,1,....,n—1.

Mit den Zwischenpunkten (i = z(tx) = zx bekommen wir

n—Zf Cx ) AZk—Zf z(t ) [2 (t ) Aty + Dy
fur die n-ten Partialsummen mit Grenzwert

&
lim S, = J f(z) dz = J f(z(t))Z'(t) dt.
r

n—oo
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Rezept zur Berechnung eines komplexen Integrals.

Aufgabe: Berechne komplexes Kurvenintegral
J f(z) dz
r

Losungsweg:
(a) Stelle den Integrationsweg I" in Parameterform dar

Mt z(t) fira <t <p

(b) Substituiere im Integral z = z(t), somit dz = 2/(t) dt;
(c) Ersetze den Integrationsweg I durch die reellen Grenzen « und f3.

(d) Berechne das Integral
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Beispiel.

Wir berechnen nun erneut das Integral

J zdz
r

liber den im positiven Sinn einmal durchlaufenen Einheitskreisrand T'.

e \Wahle als Parametrisierung

Mt z(t) = et fir 0 <t <2m
e Dann gilt dz = Z/(t)dt = ie'*dt und somit

2 2 1 .| .
J zdz = J etiett dt = iJ e?itdt = et = (647” — eo) —0
r

!
5 5 2° |, T2
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Weitere Beispiele.

Wir berechnen nun erneut die Integrale

J zdz und J ldz
r rz

jeweils liber den im positiven Sinn einmal durchlaufenen Einheitskreisrand T.

Mit der gleichen Parametrisierung wie im vorigen Beispiel ergibt sich fiir das

erste Integral
27T . ' 27T
J zdz = J e He't dt = iJ 1dt=2mi
r 0 0
und fiir das zweite Integral bekommt man entsprechend den Wert

1 27T . . 27T
J — dzJ e et dt = iJ 1 dt = 27mi.
r Z 0 0
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Eigenschaften des komplexen Kurvenintegrals.

o Additivitat beziiglich des Integranden.
Fiir zwei komplexe Funktionen f und g gilt

J (f(z)—l—g(z))dz:J f(z) dz—I—J g(z) dz.
r

I I

e Homogenitat beziuglich des Integranden.
Fiir eine komplexe Funktionen f und eine Konstante c € C gilt

Jr cf(z)dz=c Jr f(z) dz.

e Additivitat beziiglich des Integrationsweges. Seien 7 und I, zwei
Kurven, wobei der Endpunkt von 7 mit dem Anfangspunkt von I’
libereinstimmt. Dann gilt fiir die zusammengesetzte Kurve I'7 + 15

Jﬁ o f(z) dz = Jn f(z) dz + Jrz f(2) dz.
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Weitere Eigenschaften des komplexen Integrals.

e Homogenitat beziuglich des Integrationsweges.

Sei —I" die zu I' in entgegengesetzter Richtung durchlaufene Kurve. Dann gilt
J f(z) dz:—J f(z) dz.
T r

e Obere Schranke fir den Betrag des Integrals.
Sei L die Lange der Kurve I'. Dann gilt die Standardabschatzung

< L max|f(z)
zel

Jr f(z) dz

Beweis: Mit M = max,¢r |[f(z)] gilt die Abschdtzung

|Sn‘ —

n—I1
> f(Ck)Azy
k=0

n—I1 n—I1
< Z f(C)llAzi] <M Z |Azy| < ML
k=0 k—0

fur die n-te Partialsumme und somit |S;,| < ML fiir alle n € N.
Durch den Grenziibergang n — oo folgt die Behauptung. H
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6.2 Integrale analytischer Funktionen

Grundvoraussetzung:
e f:D — W sei analytisch.

Weitere Voraussetzung:
e Das Definitionsgebiet D von f sei offen und einfach zusammenh&ngend.

Weitere Begriffe:
e Der Integrationsweg I" heilt geschlossen, falls Anfangs- und Endpunkt von T’

ubereinstimmen.

o [ heit einfach geschlossen, falls die Kurve I' keine Schnittpunkte besitzt,
d.h. fiir alle Parameter t;,t,, t1 # t,, einer beliebigen Parametrisierung

M:t— z(t) fira<t<f

von " gilt z(t7) # z(t2), d.h. z(t) ist injektiv. ]
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Der Cauchysche Integralsatz.

Satz (Cauchyscher Integralsatz):

Sei f analytisch auf dem einfach zusammenhingenden Gebiet G. Dann gilt fiir

Jjede geschlossene Kurve I' C G

Jr f(z)dz = 0,

d.h. das Integral von f langs jeder geschlossenen Kurve in G ist Null.
Beweis: Sei I' C G geschlossen mit Parametrisierung
M:t— z(t) fira<t<p

Dann gilt
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Beweis des Cauchyschen Integralsatzes.
Mit den ublichen Darstellungen
z(t) = x(t) + 1y (t) und f(z) =u(z) +iv(z)
erhalten wir daraus
3
J f(z)dz = u(z(t)) +iv(z(t)]x'(t) + iy’ (1)) dt
I’ Jx
B
= [u(z(t))x'(t) —v(z(t))y'(t)]dt
Jx
B
1| Bl () +ulzt)y ()t
bzw. es gilt die Darstellung
J f(z)dz = J (udx —vdy) + iJ (vdx 4+ udy),
r r r
des komplexen Kurvenintegrals durch zwei reelle Kurvenintegrale.
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Fortsetzung des Beweises.
Im folgenden zeigen wir, dass die reellen Kurvenintegrale jeweils verschwinden.
O.E. nehmen wir " dabei als einfach geschlossen und positiv orientiert an.

Mit dem Greenschen Satz (Analysis Ill) gilt fiir das ebene Vektorfeld p = (u, —v)

J (udx — vdy) :J rot(p) dx dy
r Q

wobei () das von I eingeschlossene Gebiet bezeichnet, d.h. 0Q) =T, und wobei

~0(—v) ou
rot(p) = X dy = —Vyx — Uy.

Mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, insbesondere u, = v,,,
verschwindet die Rotation von p, d.h. es gilt rot(p) = 0, und somit

J (udx — vdy) :J rot(p) dx dy = 0.
r Q

Analog zeigt man, dass [.(vdx +udy) = 0; somit insgesamt [.f(z)dz=0. W
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Beispiele. I" umlaufe den Einheitskreisrand einmal im positiven Sinn.

Beispiel 1: f(z) = z ist analytisch auf ganz C. Somit ist der Cauchysche
Integralsatz anwendbar und es gilt

J' zdz = 0.
r

Beispiel 2: Fiir f(z) = z ist der Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar, denn
f ist in keinem Gebiet analytisch. Es gilt

J zdz = 2mi.
r

Beispiel 3: Die Funktion f(z) = 1/z ist analytisch in dem Gebiet C \ {0}.
Allerdings ist C \ {0} nicht einfach zusammenhangend und somit ist der
Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar. Es gilt

1
J — dz = 2m.
rZ
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