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Aufgabe 1: [5 Punkte]

Gegeben sei das Anfangswertproblem

ut + t · ux = 1, für x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = cos(x), für x ∈ R.

a) Geben Sie die charakteristischen Gleichungen für dieses Problem an und bestimmen
Sie deren Lösungen.

b) Lösen Sie das Anfangswertproblem.

Lösung:

a) Mit der Charakteristiken-Methode erhält man für

γ(t) =
(

x(t)
t

)
mit γ̇(t) =

(
ẋ(t)

1

)
und ν(t) := u(γ(t))
die charakteristischen Gleichungen

ẋ(t) = t, x(0) = x0, und ν̇(t) = 1, ν(0) = ν0.

Aus der ersten Gleichung erhalten wir

x(t) = t2

2 + x0

Damit erhalten wir in der zweiten Gleichung

ν(t) = t + ν0

(b) Aus x = t2

2 + x0 folgt

x0 = x − t2

2
und mit

ν0 = ν(0) = u(x0, 0) = cos(x0)

erhalten wir schließlich
u(x, t) = t + cos

(
x − t2

2

)
.



Differentialgleichungen II, WiSe 2024/25 04.03.2025(Schmidt) 3

Aufgabe 2: [6 Punkte]

Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut + u · ux = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) =


2 x ≤ −2,

0 −2 < x ≤ 1,

−1 1 < x .

a) Berechnen Sie die physikalisch sinnvolle Lösung des Anfangswertproblems für
t ∈ [0, t∗ ) mit einem hinreichend kleinem t∗.

b) Bis zu welchem t∗ ist die Lösungsformel aus a) sinnvoll?

c) Wie kann die Lösung physikalisch sinnvoll für t > t∗ fortgesetzt werden?

Lösung:

a) An den zwei Sprungstellen der Anfangsdaten führen wir zwei Stoßwellen ein.
Die Sprungbedingung verlangt:

ṡ1(t) = 2 + 0
2 = 1 und ṡ2(t) = 0 − 1

2 = −1
2 .

Wir erhalten die Stoßfronten

s1(t) = −2 + t und s2(t) = 1 − t

2 .

Für hinreichend kleine t ist

u(x, t) =


2 x ≤ −2 + t,

0 −2 + t < x ≤ 1 − t

2 , (3 Punkte)

−1 1 − t

2 < x .

eine schwache Lösung.

b) Für t∗ mit

−2 + t∗ = 1 − t∗

2 ⇐⇒ −4 + 2t∗ = 2 − t∗ ⇐⇒ t∗ = 2 (1 Punkt)

treffen die Stoßfronten aufeinander und die Lösung aus a) wird mehrdeutig.

c) Füt t∗ = 2 gilt s1(2) = s2(2) = 0 und

u(x, 2) =

2 x ≤ 0 ,

−1 x > 0 .

Wir fügen eine neue Stoßfront s3 mit ṡ3(t) = 2+(−1)
2 = 1

2 ein.

s3(t) = s3(2) + ṡ3(t)(t − 2) = 0 + t − 2
2
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Für t > 2 erhalten wir

u(x, t) =


2 x ≤ t−2

2 ,

−1 x > t−2
2 . (2 Punkte)
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Aufgabe 3: [6 Punkte],

Bestimmen Sie die Lösung der Anfangsrandwertaufgabe

utt − 9uxx = 0 0 < x < 2 , 0 < t ,

u(x, 0) = 5 sin(2πx) + 7 sin(3πx) 0 ≤ x ≤ 2,

ut(x, 0) = 9 sin(πx) 0 ≤ x ≤ 2,

u(0, t) = 0 0 ≤ t,

u(2, t) = 0 0 ≤ t.

Lösung:

Mit L = 2 und c = +
√

9 lautet die Lösungsformel:

u(x, t) =
∞∑

k=1

[
Ak cos

(
ckπ

L
t

)
+ Bk sin

(
ckπ

L
t

)]
sin

(
kπ

L
x

)

Also

u(x, t) =
∞∑

k=1

[
Ak cos

(
3kπ

2 t

)
+ Bk sin

(
3kπ

2 t

)]
sin

(
kπ

2 x

)
. (1 Punkt)

Für t = 0 also

u(x, 0) =
∞∑

k=1
Ak sin

(
kπ

2 x

)
!= 5 sin(2πx) + 7 sin(3πx)

Also A4 = 5, A6 = 7 und Ak = 0 sonst. (2 Punkte)

ut(x, t) =
∞∑

k=1

[
−Ak · 3kπ

2 · sin
(

3kπ

2 t

)
+ Bk · 3kπ

2 · cos
(

3kπ

2 t

)]
sin

(
kπ

2 x

)
und für t = 0:

ut(x, 0) =
∞∑

k=1

3kπ

2 Bk sin
(

kπ

2 x

)
!= 9 sin(πx)

Koeffizientenvergleich ergibt:

Bk = 0, ∀k ̸= 2,

3π · B2
!= 9 =⇒ B2 = 3

π
sonst. (2 Punkte)

u(x, t) = A4 cos
(12π

2 t
)

sin
(4π

2 x
)

+ A6 cos
(18π

2 t
)

sin
(6π

2 x
)

+ B2 sin
(6π

2 t
)

sin
(2π

2 x
)

= 5 cos (6πt) sin (2πx) + 7 cos (9πt) sin (3πx) + 3
π

sin (3πt) sin (πx) . (1 Punkt)
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Aufgabe 4: [3 Punkte]

Es seien ũ und û Lösungen der Differentialgleichung

ut − uxx + u = 2, x ∈ (0, 1), t ∈ R+,

für u(x, t), die den Randbedingungen

u(0, t) = 0, u(1, t) = sin(t), t ∈ R+.

genügen.

a) Ist dann auch ũ + û eine Lösung der Differentialgleichung?
Begründen Sie Ihre Antwort.

b) Erfüllt ũ − û die zugehörige homogene Differentialgleichung

ut − uxx + u = 0, x ∈ (0, 1), t ∈ R+,

und die Randbedingungen

u(0, t) = 0, u(1, t) = sin(t), t ∈ R+?

Lösung:

a) Nein. Die Differentialgleichung ist zwar linear aber nicht homogen. Für v := ũ + û
erhält man
vt − vxx + v = (ũt + ût) − (ũxx + ûxx) + ũ + û

= (ũt − ũxx + ũ) + (ût − ûxx + û) = 2 + 2 ̸= 2.

b) Nein. ũ− û erfüllt zwar die zugehörige homogene Differentialgleichung (Nachweis ana-
log zu Teil a)), aber nicht die inhomogene Randbedingung:

(ũ − û)(1, t) = ũ(1, t) − û(1, t) = sin(t) − sin(t) = 0.


