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Aufgabe 1: [5 Punkte]
Gegeben sei das Anfangswertproblem
U +t-u, =1, fur reR, t>0,
u(z,0) = cos(z), fuar z € R.

a) Geben Sie die charakteristischen Gleichungen fiir dieses Problem an und bestimmen
Sie deren Losungen.

b) Losen Sie das Anfangswertproblem.

Losung:

a) Mit der Charakteristiken-Methode erhalt man fur
1) = (71) mie 5(2) = (1)
und v(t) := u(y(t))
die charakteristischen Gleichungen

x(t) =t, z(0) = xo, und v(t)=1, v(0)=.

Aus der ersten Gleichung erhalten wir
t2

x(t) = by + xo

Damit erhalten wir in der zweiten Gleichung

V(t) :t+V0

(b) Aus x = % + x folgt
t2
To =T — 5

und mit
vo = v(0) = u(xp, 0) = cos(xg)

erhalten wir schlielich

t2
u(z,t) =t + cos <x— 2) :
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Aufgabe 2: [6 Punkte]

Gegeben ist die folgende Anfangswertaufgabe fiir u(z,t):

u + u-uy, = 0, r€R, tcRY
2 r < =2,
u(z,0) =0 -2 <z <1,
-1 1<ux.

a) Berechnen Sie die physikalisch sinnvolle Losung des Anfangswertproblems fur
t € [0,t*) mit einem hinreichend kleinem ¢*.

b) Bis zu welchem t* ist die Losungsformel aus a) sinnvoll?

¢) Wie kann die Losung physikalisch sinnvoll fir ¢ > ¢* fortgesetzt werden?
Losung:

a) An den zwei Sprungstellen der Anfangsdaten fiihren wir zwei StoBwellen ein.

Die Sprungbedingung verlangt:

6(t) = 2'2”) 1 wd () = 0;1 - —;.

Wir erhalten die Stofronten

s1(t) = =2+t und sy(t) = 1—;.

Fiir hinreichend kleine ¢ ist
2 r< =244,

u(x,t) =0 2+t <z <1- ;, (3 Punkte)

-1 1 —; <.

eine schwache Losung.

b) Fir t* mit
—2+t*:1—t2*<:> AU =2 = =2 (1 Punkt)

treffen die StoBfronten aufeinander und die Losung aus a) wird mehrdeutig.
c) Fut t* = 2 gilt $1(2) = $2(2) =0 und

2 x <0,
uz,2) = {—1 >0

Wir fiigen eine neue StoBfront s3 mit $3(¢) = 2+(2_1) = 1 ein.

salt) = 53(2) + (0)(t—2) = 0+ 7
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Fir t > 2 erhalten wir

2 T

IN

Y

t—2
u(z,t) = ?
=2, (2 Punkte)

V

-1 =z
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Aufgabe 3: [6 Punkte],

Bestimmen Sie die Losung der Anfangsrandwertaufgabe

U — QMUpy = 0 O<z<?2,0<t,
u(z,0) = 5sin(27z) + 7sin(3wx) 0<z<2,
ui(z,0) = 9sin(mz) 0<z<2,

w(0,8) = 0 0<t

w(2,t) = 0 0<t.

Losung:

Mit L = 2 und ¢ = ++/9 lautet die Losungsformel:

> ckm ckm km
u(z,t) = lAk Cos (t) + By, sin <t>] sin (x)
k=1 L L L

> 3k 3k k
u(z,t) = > lAk Cos <27Tt> + By sin (;t)] sin (;:p) : (1 Punkt)

k=1

Also

Fir ¢ = 0 also
- kT Lo :
u(z,0) = > Ay sin (233) = bsin(2nz) 4 7sin(3mx)
k=1
Also Ay = 5, Ag = 7 und Ay = 0 sonst. (2 Punkte)

> 3k 3k 3k 3k k
w(z,t) = Z [_Ak : TW - sin (;t) + By - TW - COS (;t)] sin <27T$>
k=1

und fur ¢t = 0:

> 3k k
w(z,0) = Y 327TBk sin (;x> = 9sin(mx)
k=1

Koeffizientenvergleich ergibt:
By =0, Vk # 2,

31 - By 19— B, = 2 sonst. (2 Punkte)

™

12 4 1 2
u(z,t) = Ay cos (;t) sin (;gy) + Ag cos (E;Tt) sin (627T:c) + By sin (627Tt> sin (;x)

3
= 5 cos (67t) sin (27rx) + 7 cos (97t) sin (37z) + — sin (37t) sin (7wx). (1 Punkt)
m
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Aufgabe 4: [3 Punkte]

Es seien @ und o Losungen der Differentialgleichung

U — Uy + U = 2, r e (0,1),t e RT,
fir u(x,t), die den Randbedingungen
u(0,t) = 0, u(1,t) = sin(¢), teR".
geniigen.

a) Ist dann auch @ + @ eine Losung der Differentialgleichung?
Begriinden Sie Thre Antwort.

b) Erfiullt @ — @ die zugehorige homogene Differentialgleichung

U — Uy + u = 0, r € (0,1),t € RT,

und die Randbedingungen

u(0,t) = 0, u(1,t) = sin(t), teR*?
Losung:

a) Nein. Die Differentialgleichung ist zwar linear aber nicht homogen. Fiir v := @ + 4
erhalt man

Vg — Uge + U= (@t+ﬁt)_(ﬂx:p+ ﬂx:p) +u+ 4
= (Up — Ugy + W) + (U — Uge + @) = 242 #2.
b) Nein. u — @ erfilllt zwar die zugehorige homogene Differentialgleichung (Nachweis ana-

log zu Teil a)), aber nicht die inhomogene Randbedingung;:

(@—a)(1,¢) = a(1,t) — a(1,t) = sin(t) — sin(t) = 0.



