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Aufgabe 1) (6 Punkte)

Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung

y'(t) + 2y(t) — ty(t)' = 0.

Losung 1:
Die Differentialgleichung ist Bernoullisch.
Mit @« = 4,a = 2 und b = t und u = y'=® = ¢y~ erhilt man fir u die lineare
Differentialgleichung
u'(t) — 6u(t) = —3t. (1 Punkt)

uj, = 6wy, = G = 6uy, = 2 = 6dt = In(juy|) = 6t + k

= uy(t) = Ce. (2 Punkte)

Ansatz fiir eine partikuldre Losung:

Variante 1) Spezieller Ansatz

Up(t) = kl + /{?Qt % k’Q - 6/{31 - 6]{72t ; —3t
Koeffizientenvergleich ergibt ky = % und k; = % :

Variante 2) Variation der Konstanten

up(t) = C(t)ed 25 C(t)est £ —3¢

—6t —6t t 1
C(t) = /—3te‘6tdt = [—?f_(}] —/—36_—6dt = 56_& - 5/e—“dt

to1N e
(L2 K.
(2 + 12> ¢

Also zum Beispiel mit K = 0
uy(t) = C(t)e’ = (% + %) e 6t . bt

= u,(t) = L+ 5. (2 Punkte)
Insgesamt also
t 1
t)=Ce” + -+ —
u(t) e’ + 5 + T

und

y(t) = (1)‘%’ . (1 Punkt)
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Aufgabe 2 (3 Punkte)

Schreiben Sie folgende Anfangswertaufgabe in eine dquivalente Anfangswertaufgabe fiir ein
System erster Ordnung um

y"'(x) =y (@) + 29 (x) = 3y(x) = 0, (1) =1,4(1)=4y"(1) =09

Losung: (2 punkte)
Umstellen der Differentialgleichung ergibt

y'(x) = y'(x) = 2 (x) + 3y(x).

Wir definieren nun

() y(@) v
y(t) = |y | = |V(z) und damit y' =1y
yg(x) y//(x) y///

Also
Y= Yo, Yy = Ys, vy = y" = ys— 2ya + 3y1 .

Die dquivalente Anfangswertaufgabe fiir ein System erster Ordnung lautet also

y 0 1 0 % 1
y' = (y”) = (0 0 1) (y2> : y(1) = (yg(l)) = (4) (3 Punkte)
y" 3 =2 1 Y3 ys(1) 9

<
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Aufgabe 3: (5 Punkte)
Gegeben ist die Randwertaufgabe
y' —4y' +4y = h(x) r €]0,1]
ay(0) — y'(0) =m
y()=7 a7, 7 € R.

Fir welche Werte von « ist die Randwertaufgabe fiir beliebige 7v;, 72 € R und beliebige
auf dem Intervall [0, 1] stetige Funktionen h(x) eindeutig losbar?

Losung:

Berechnung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms
M—dd+d=(A-2 =0 <= A=2.

Die Funktionen

y(z) = e, yo(z) = xe™. (2 Punkte)

bilden ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

Es gilt yj(z) = 2e**,  yh(x) = (1 + 2z)e*® und

Ri(y1) =ay1(0) — 11'(0) = -2,
Ri(y2) = aya(0) — 12/(0) = —1,
Ray(yr) =3 (1) = €,

Ry(y2) =92 (1) = €.

Die RWA ist genau dann fiir alle 1,7, € R und alle stetigen h eindeutig lésbar, wenn die

Matrix
R — Ri(y1) Riy2)) _ (a—2 -1
-\ Ra(y1) Ra(y2) e e?
regulér ist. Also genau dann, wenn

(a—2)e+e*=c*a—1) #0 < a#1. (3 Punkte)
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Aufgabe 4: (2 Punkte)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

y(t) = (_01 %) y(t) + (;;) : t>1.

2 2t

1 2\/g 2 t2
i) = (V') wa w0 = (3

sind Losungen des zugehorigen homogenen Differentialgleichungssystems.

Die Funktionen

Bilden y M und y!? zusammen ein Fundamentalsystem fiir den Losungsraum des zugeho-
rigen homogenen Differentialgleichungssystems?

Losung:
Wir berechnen die Wronski-Determinante
2Vt t?
W(t)=det Y (t) = det ( \1/— 2t>
%
zum Beispiel an der Stelle ¢t = 1.

W(1) = det (f ;) .

Es handelt sich also um ein Fundamentalsystem. [2 Punkte]
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Aufgabe 5: (4 Punkte)
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
y"(t) + 4y'(t) + 3y(t) = 2cos(t) + tPe ', firt >0, y(0) =0, y'(0) = 5.
In welche algebraische Gleichung lasst sich die Anfangswertaufgabe durch die Laplace-
Transformation tiberfithren?
Losung:

Es sei Y das Bild von y unter der Laplace Transformation. Dann gilt

yo—eY, y o—e sY —y(0) = sY,

y" o—e s2Y — sy(0) —y/(0) = s*Y — 5, [1 Punkt]
S 2 2! —2t,2
cos(t) o—e R t?o—e JEASE e 2o Gi [2 Punkte]

Die AWA geht iiber in

2s 2

24 45+3)YY — 5 = —.
(s*+4s+3) 52+1+(s+2)3

[1 Punkt]



