Differentialgleichungen |

orn Behrens

Numerische Verfahren




Einfiihrung

Motivation:

o Wir haben eine Reihe von analytischen Losungsmethoden kennen gelernt. Was
aber, wenn die DGL zu kompliziert?

e Mit den bisherigen Satzen konnen wir trotzdem Aussagen iiber die Lasbarkeit
machen, allerdings vielleicht nicht die Losung berechnen.

o Idee: Finde eine (Naherungs-) Lésung mit Hilfe numerischer Verfahren!

Verfahren. (Integrationsmethode von Euler) 1
Idee

 Betrachte Anfangswertproblem 1. Ordnung:
® Betrachte DGL 1. Ordnung:

ia) = fl.uto), o) = w
¥(x) = flzp(@)  Definiere squidistante Stiitzstelien zur Schrittweite h =

 Anfangswerte seien m=m+kh (k=12

wlxo) =w
® Dann erhilt man eine Naherung i an die exakten Lésungswerte y(z; ) durch
« Beobachtung: In (0, uv) st mit y'(xa) = Flira, ) die Steigung der Losungsfunktion
 bekannt! W=+ b, k=012,

® Idee: Nihere die Lésung mit Hilfe der Tangente (Linearisierung) an. © Die 5o definierte Methode heiBt Integrtionsmethode von Euler.

Bemerkungen

fahren ist nu




Motivation:

e Wir haben eine Reihe von analytischen Losungsmethoden kennen gelernt. Was
aber, wenn die DGL zu kompliziert?

e Mit den bisherigen Satzen konnen wir trotzdem Aussagen uber die Lasbarkeit
machen, allerdings vielleicht nicht die Losung berechnen.

e |dee: Finde eine (Naherungs-) Losung mit Hilfe numerischer Verfahren!



Idee:

e Betrachte DGL 1. Ordnung:

Y (z) = fz,y(x))

o

e Anfangswerte seien to t t
y(To) = Yo

e Beobachtung: In (xg,yo) ist mit v’ (zg) = F(xq, yo) die Steigung der Losungsfunktion
y bekannt!

e |dee: Nahere die Losung mit Hilfe der Tangente (Linearisierung) an.




Verfahren: (Integrationsmethode von Euler) y

e Betrachte Anfangswertproblem 1. Ordnung:

y'(x) = f(z,y(x)), y(xo) =0

e Definiere aquidistante Stutzstellen zur Schrittweite h:

rr =x0+ kh (E=1,2,...).

e Dann erhalt man eine Naherung ¥, an die exakten Losungswerte y(xy) durch
Yk+1 :yk+h'f<xk:7yk)7 k2071727'°'

e Die so definierte Methode heiBt Integrationsmethode von Euler.




Bemerkungen:
e Das Polygonzugverfahren ist nur fur sehr kleine h zu verwenden.

e Das Verfahren ist das einfachste explizite Einschritt-Verfahren.




Diskretisierungsfehler

Notationen
© Verwende die allgemeine (implizite) Form der Rechenvorschrift

Vae1 = Yo + BO(re.ve g1 ).

 Hingt & nur von xy.yy und b ab. %o ist eine explizite Rechenvorschrift
gegeben

© Hangt  auch von yi.4: ab, so muss in jedem Zeitschritt | A. eine nichtlineare
Gleichung (impiizit) gekst werden.

© Beispicl: Das Euler-Verfahren 1d

Satz: (Abschitaung des giobaler Diskretisierungsfehiers)
For den globalen Febler 5, an der festen Stelle 1, = 75 + s it

o Fir 6ine explizite Einschrittmethode:

Defimition: (lokaier Disereisirungséehie)
Der lokale Diskretsierungsfehier an der Stelle s, it definirt als

dar 5= aznen) = yle) - Wen, e, wnas ) h)

. D iy Dot
lan! < 77 (° 1 Al
o Fisr cine imliite Methode
D ey P
ol < i Y S iR

Dabei ist D) eine obere Schranke fior den lokaen Disrektisierungsfebier, L eine
(Lipschita-) Kostanta die von dor Rechemworscheift  abhangt, und K eine Keo-
stante.

Bemerkungen

T ——

Definition: (Fehlercednung)
Ein Einschrittverfahren .1 = y + h(ze. . e, h) besitzt die Fehlerordnung
. falls fir den lokalen Diskretisierungsfehler d, git:

max |d < D = const. 17" = Ok




Notationen:

e Verwende die allgemeine (implizite) Form der Rechenvorschrift
Y1 = Yk + h®(Tk, Yk, Ykt1, ).

e Hangt ® nur von x,yr und h ab, so ist eine explizite Rechenvorschrift
gegeben.

e Hangt ® auch von yi11 ab, so muss in jedem Zeitschritt i.A. eine nichtlineare
Gleichung (implizit) gelost werden.

10.



Definition: (lokaler Diskretisierungsfehler)
Der lokale Diskretisierungsfehler an der Stelle x4 ist definiert als

div1 = Y(Tk+1) — y(zx) — h®(zk, y(zk), y(Trt1), h).
Bemerkung: Es handelt sich also um den Fehler, der in einem einzelnen Schritt

rr — Tri1 gegenuber der exakten Losung verursacht wird.

Definition: (globaler Diskretisierungsfehler)
Der globale Diskretisierungsfehler an der Stelle x ist definiert als

gk = y(xk) — Yk

Bemerkung: Es handelt sich also um den Fehler zwischen der exakten Losung y(x)
und der vom numerischen Losungsverfahren berechneten Losung . 0

12.



Satz: (Abschatzung des globaler Diskretisierungsfehlers)
Fir den globalen Fehler g,, an der festen Stelle z,, = 2o + nh gilt

e Fur eine explizite Einschrittmethode:

D (enhL_l) < RenhL.

< —

e Fur eine implizite Methode:

D D
90| < S RA = hD) (e ) < hK(1—hL)"

Dabei ist D eine obere Schranke fiur den lokalen Disrektisierungsfehler, L eine
(Lipschitz-) Konstante die von der Rechenvorschrift ® abhangt, und K eine Kon-
stante.

13.



Bemerkungen:

e Fiir Losungsfunktionen mit gentigenden Eigenschaften (z.B. zweimal stetig
diff'bar) kann man zeigen, dass D < %hQM gilt, wobei M eine obere Schranke

von 1" ist.
e Damit ergibt sich beispielsweise fur das Polygonzugverfahren:

M
90| < hﬁe““’n—wo) — hC, C€R.

e Interpretation: Bei fester Stelle x,, und verkleinerter Schrittweite h = *»—=0
(also zunehmendem n) nimmt der globale Fehler proportional zur Schrittweite

ab.

14.



Definition: (Fehlerordnung)
Ein Einschrittverfahren yi11 = yx + h®(xk, yr, yx+1, h) besitzt die Fehlerordnung
p, falls fur den lokalen Diskretisierungsfehler d;, gilt:

max |dig| < D = const. - h?TH = O(hPTH).
1<k<n

Folgerung:
Der globale Fehler g,, einer expliziten Methode mit Fehlerordnung p ist beschrankt
durch

const.

- el pP = O(hP).

gr| <

16.



Trapezmethode

Mot (Miethed s s Exvrascaton)
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Algorithmus: (Verbessarte Polygonzug-Methode)
A= )
« Doppebcnas 77V v e vt §

ko= fnw)
B
ko= St g gk)

weer = wthky

Verbesserte Polygonzugmethode

= Bt An sy

Idoo: (Trapezmathode)
e, (Mt von Hee)

@ Neue Idee: Integriere die DGL (x) = f(r, (x)) fir einen Zetschritt und
whaite
« et i G Figurktneration ighch e SO

steve)=sten) = [ floste) ae
Wi = s
A . Traperreal)
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Bemerkungen- (Trapezmethode)

« Da die implizite Losung meist in nichtlineares Problem enthilt, lise mittels
Fixpunkt-lteration:

ulh = o Sl
W = we g [foem) = Smaalh)] e=0020

© Erhalte Konvergenz, falls | (ir,u) — flz.5"}| < Lly — y*| (Lipschitz-stetig)
und &£ < 1 (Banachscher Fixpunktsatz)

17.




Idee: (Methode aus Richardson-Extrapolation)
e /iel: Methode mit Fehlerordnung p > 1.

e Berechne y,, mit Schrittweite h1 = h und dieselbe Stelle y3,, mit ho = %
erhalte

Q

y(z) + c1h + O(h?)

@)+ a5 +O(R?)

Yn

Q

Yon

e Richardson-Extrapolation ergibt dann

7= 22 — yn ~ y(z) + O(h?).

18.



Herleitung: (Verbesserte Polygonzug-Methode)

e Statt Anwendung der Richardson-Extrapolation auf das Ergebnis von zwei
Polygonzug-Verfahren (PZV), wende Extrapolation in jedem Schritt an!

e Normalschritt: PZV mit h:

y,&)l = Yk + hf(xr, yr)

y
e Doppelschritt: PZV zweimal ausgefiihrt mit %:
2 h
y,ﬂ.j% = yr+ 5 f (@ ye)
@ _ @ b h @
Y41 = yk-{—% +§f(xk+§vyk+%)
¢ Richardson-Extrapolation:
(2) (1) X

Yerl = 2U 01~ Yk

h
= 2y,iz+)% + hf(xr + §,y,(€2+)%) — Y — hf (@K, yr)

h
= 2y + hf(zk, yx) + hf (2x + 5791(3%) — Yk — hf(wr, yx)
h

h
2yk + Ef(xkvyk))

= yr+hf(xg+

20.



Algorithmus: (Verbesserte Polygonzug-Methode)

kl — f(xkayk)
h h
ko = f($k+§7yk+§k1)
Yk+1 = Yk + hko

Verbesserte Polygonzugmethode

21.



Idee: (Trapezmethode)

e Neue Idee: Integriere die DGL y/(x) = f(x,y(x)) fir einen Zeitschritt und

erhalte
Th+1

y(@hin) — ylow) = / F,y(x)) d

T

e Lose das Integral mit Hilfe einer (numerischen) Quadraturformel (hier Trapezregel):

h
Y1 = Ykt g @k, yk) + f(Zrt1, Yrs1)]

e Erhalte implizites Verfahren, die Trapezmethode.

22.



Bemerkungen: (Trapezmethode)

e Da die implizite Losung meist ein nichtlineares Problem enthalt, lose mittels
Fixpunkt-lteration:

(0)

Yrt1 = Yk + f(@r,yk)
s+1 hr s
yl(<:—|—+1) = Ut f(xkyyk)+f($k+1,yl(€_31)} s=0,1,2,...

e Erhalte Konvergenz, falls |f(z,y) — f(x,y*)| < L|ly — y*| (Lipschitz-stetig)
und 2 < 1 (Banachscher Fixpunktsatz).
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Idee: (Methode von Heun)

Iteriere in der Fixpunktiteration lediglich einen Schritt:

(p)  _

Yne1 = Y+ f(or,yr)
h
Yk+1 = Yk T 5 [f($k>yk) + f(xk+17 yi(f-)r)ﬂ] .

e D.h. Euler Methode ermittelt Prediktorwert y,(f:zl, Trapezmethode bestimmt
korrigierten Wert yj.11.

e Das folgende Heun-Verfahren ist eine Pradiktor-Korrektor-Methode:

ki = flxk,yr)
ko = f(xk+ h,yr + hky)
h
Ykr1 = Yk + §[k1 + ko

24,



unge-Kutta Verfahren

Vorbemerkungen

s explaite rmistuige Runge Katta vitahcn it Felececung 2
o Fir die Bechrebung von Runge Kutta Vrfaven it hberen Feberordnun-
aten i von do Itegraigichung
stenen)=sten) = [ Jlrote) de

« Verwende zur Berechnung des Integrals cine afgemeine Quadratusformel mit
3 Stiastlln im Incorvat [y, 54| D fuhet 2o den Ansatz:

Boer = 0+ bl (6, 0(60) + 02 (Ea, {€)) + xS (6. (6))]

© Dabei seien ey +03 + 3 = 1. & die Stitzstellen.

Bestimanung der Stitzstellen und Werte:
 Verwmrde Stitastelen

G=n, Genemh Gea+

o Wogen £ = 22 i 9(61) =
o Fir 5(€2) und (&) verwende Praditer Arsatz

o) 5 = wr

W flre.m)
BG): B = et b fre ) < Bbraf (7 + 02, 05)

@ Man erhilt Pacameter o1, 0361, b, B 07,05, b 0 grwitit werden,
i ine astimale Feblercrdnurg eneicht wrd

Algorithmus: (3-Stufiges Runge-Kutta Verfahren)

ko= floemw)
kr = flwe o+ azhyye + hbnki)
Ky Slxe + ash.ye + hibyiky + bszka))

Wt =t hlesks +eaks + ek
Beispiel: Das Heun-Verfahren dritter Ordnung eriilt man durch die folgende
der Parameter

1 ] 1

25.



Vorbemerkungen:

e Die Methode von Heun und das verbesserte Polygonzugverfahren sind Beispiele
fur explizite zweistufige Runge-Kutta Verfahren mit Fehlerordnung 2.

e Fur die Beschreibung von Runge-Kutta Verfahren mit hoheren Fehlerordnun-
gen starten wir von der Integralgleichung

Tk+1

Y(Trs1) —y(ze) = / f(x,y(x)) dx.

Tk

e Verwende zur Berechnung des Integrals eine allgemeine Quadraturformel mit
3 Stiitzstellen im Intervall [z, x4 1]. Das fihrt auf den Ansatz:

Yk+1 = Yk + hlei f(§1,9(61)) + caf (€2, 9(&2)) + e3f(€3,y(€3)))-

e Dabei seien ¢ + ¢ + ¢c3 = 1, &; die Stiitzstellen.

26.



Bestimmung der Stiitzstellen und Werte:

e Verwende Stutzstellen

&1 =uxk, & =z +ah, & =xp+ ash,

o Wegen &§; =y, ist y(&1) = v

o Fir y(&) und y(&3) verwende Pradiktor-Ansatz:

y(&2): ys = yr+hbaf(Tr,yr)
y(§3) : y§ = Yk + hb31f(517k:7 yk) + hb32f($k: + azh, y;)

e Man erhalt Parameter a1, as, bs1,b31,b32,c1,c2,c3, die so gewahlt werden,
dass eine optimale Fehlerordnung erreicht wird.

27.



Algorithmus: (3-Stufiges Runge-Kutta Verfahren)

kv = f(zk, yk)

ky = f(zr + azh,yr + hbaik:)

ks = f(xx + azh,yr + h(bz1k1 + b32k2))
Yk+1 = Yk + hlcikr + coka + c3ks].

Heun-Verfahren dritter Ordnung

28.
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