Differentialgleichungen |

orn Behrens

Eigenwertprobleme




Erinnerung:
elbstadjungierte
Differentialoperatoren

: (Randwertproblem)
Zu Vosen sei auf dem Intervall 1

Ly) = Aw(z)y,

Ri(w) = ouwla) +G'(a) =0,

Ra(y) = oxyl®)+Bay/(6) =0,
Dabei sei L ein Sturm-Liouvitscher Differentiolausdrck, A € R ein Parameter.
au.h € Rmit af + 52 > 0 (k= 1,2), wlx) ine auf I positive stetige Funktion

Lwird ([ genaver die Teilmenge
M C C?(|a,b],R) von Funktionen, weiche die Randbedingungen erfilen!. Die
Elemente aus A/ heifien Testfunktionen.

Satz: (Selbstadjungiertes Sturm-Liouvillsches Eigenwertproblem) Definition: (Selbstadjungierter Differentialoperater)

Seien L{y) = {p(x)y')’ + qlx)y der fiir x € [a,5] definierte Sturm-Liouvillsche Sei L ein auf 7 = [a, ) definierter selbstadjungierter Differentialausdruck 2. Ord-
ferentialausdruck mit stetig diff"barer Funktion p(x) > 0, stetig diff"barer Funktion nung, und sei M C C%([a,b],K) die Menge aller Funktionen, die vorgegebene
a(x) und stetiger Funktion w(z) > 0, A € R ein Parameter und ay, 5 € R mit Randbedingungen an z = a und z = b erfillen (Testfunktionen).

b+ 50 (k= 1,2) Gilt fir alle w, v € M

Dann st das Sturm-Liouvillsche Eigenwertgroblem

(L[u),v) = (1w, Lix]),

v o _ s _ so heibt L selbstadjungierter Differentialoperator auf M. Das zugehérige Randw-
Lyl + Mwla)y =0, anyla) + Ay (a) =0, aay(b) + 52/ (6) =0 ertproblem heift ebenfalls selbstadjungiert.

selbstadjungiert.

Nichttriviale Lasungen y () zu gegebenen Parametern ) heiBen Eigenfunktionen
(falls sie existieren). Die entsprechenden Parameter A heien dann Eigenwerte des
Sturm-Liouvillschen Eigenwertproblems.




Betrachte: (Randwertproblem)
Zu losen sei auf dem Intervall I = [a, b]

—Lly] = Aw(z)y,
Ri(y) = oaxy(a)+ A1y’ (a) =0,
Ro(y) = aoy(b) + B2y (b) = 0.

Dabei sei L ein Sturm-Liouvillscher Differentialausdruck, A € R ein Parameter,
ak, B € R mit a2 + B2 > 0 (k= 1,2), w(z) eine auf I positive stetige Funktion.

Als Definitionsbereich von L wird C?([a, b], R) angenommen, genauer die Teilmenge
M c C?([a,b],R) von Funktionen, welche die Randbedingungen erfiillen!. Die
Elemente aus M heiBen Testfunktionen.




Definition: (Selbstadjungierter Differentialoperator)
Sei L ein auf I = [a,b] definierter selbstadjungierter Differentialausdruck 2. Ord-
nung, und sei M C C?([a,b],R) die Menge aller Funktionen, die vorgegebene
Randbedingungen an z = a und x = b erfiillen (Testfunktionen).
Gilt fur alle u,v € M

(Llu],v) = (u, L[v]),

so heiBt L selbstadjungierter Differentialoperator auf M. Das zugehorige Randw-
ertproblem heiBt ebenfalls selbstadjungiert.




Satz: (Selbstadjungiertes Sturm-Liouvillsches Eigenwertproblem)

Seien L[y] = (p(x)y')" + q(x)y der fir z € [a, b] definierte Sturm-Liouvillsche Dif-
ferentialausdruck mit stetig diff'barer Funktion p(x) > 0, stetig diff'barer Funktion
q(x) und stetiger Funktion w(z) > 0, A € R ein Parameter und ay, 8 € R mit
ar + B2 >0 (k=1,2).

Dann ist das Sturm-Liouvillsche Eigenwertproblem

Lly] +  w(z)y =0, ary(a) + A1y’ (a) =0, azy(b) + B2y'(b) =0
selbstadjungiert.

Nichttriviale Losungen yy(x) zu gegebenen Parametern \ heiBen Eigenfunktionen
(falls sie existieren). Die entsprechenden Parameter A\ heiBen dann Eigenwerte des
Sturm-Liouvillschen Eigenwertproblems.




Orthogonalitét

Erinnerung. (Orthogonalitit im R

Definitionen:

o lst fe, €,} eine Orthonormalbasis des R ((e,e4) = 4), %0 kann
o Filhre ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum C?([a,§, R) ein: joder Vektor x € R dargestelit warden
b \”‘
(w0 o= / wlz)o(chuwix) dz. x=3 e
A =
o Dabei 56i w : [o,8] —» R eine integrierbare und auf Jo,b{ positive Gewichts- o Fir die Koefizienten git ¢; = (x,€;). j =1.....n
funktion,

® Zwei Elemente u, v € C?([a, 2], R) heiBen orthogonal, falls {u.v) = 0.

Satz: S
Fiir die Koeffazi onen der Liowvillscher
ichung

Lyl + My = (p(x)y’)' + qlx)y + Awy =0
mit A € R inem Parameter, gelte:
o Fiir x € [a,b] sei plz) stetig diffeenierbar,
o gl), wiz) seien stetig.
o Fiir  €]a, b] sei p(x) > 0 und w(x) > 0.

Dann gilt fir zwei zu unterschiedlichen Parameterwerten A = Ay und A = A;
gehdrende nichttriviale Lasungen 1y (z). pa(x) & C*(a.b). R) Orthogonalitit, d.h.
{nwa) = /‘vn(ﬂh(:)w(x) dz=0,

falls
1 yy und yy die homogenen Randbedingungen Ity (y) = 0 = Ra(y) erfillen,
d.h. A1, Ag sind Eigenwerte zu Eigenfunktionen g1,y des Sturm-Liowillschen
Eigenwertproblems, oder
2. die Koeffizientenfunktion p(x) die Bedingung p(a) = p(b) = 0 erfille o




Definitionen:

e Fiihre ein Skalarprodukt auf dem Vektorraum C?([a, b, R) ein:

e Dabei sei w : [a,b] — R eine integrierbare und auf |a, b| positive Gewichts-
funktion.

o Zwei Elemente u,v € C?([a,b],R) heiBen orthogonal, falls (u,v) = 0.




Erinnerung: (Orthogonalitat im R"™)

o Ist {e1,eq,...,e,} eine Orthonormalbasis des R™ ((e;,er) = d;x), so kann
jeder Vektor x € R™ dargestellt werden:

n
X = E Cr€eL.
k=1

e Fir die Koeffizienten gilt ¢; = (x,e;), j =1,...,n.




Satz: (Orthogonalitat in Sturm-Liouvillschen Eigenwertproblemen)
Fur die Koeffizientenfunktionen der homogenen Sturm-Liouvillschen Differentialgle-
ichung

Lly] + dwy = (p(z)y")" + q(z)y + dwy =0

mit A € R einem Parameter, gelte:
e Fiir z € [a,b] sei p(x) stetig differenzierbar,
e g(x),w(x) seien stetig.
e Fiir z €a,b[ sei p(xz) > 0 und w(z) > 0.

Dann gilt fir zwei zu unterschiedlichen Parameterwerten A = A; und A = A,
gehorende nichttriviale Losungen y1(z), y2(z) € C?([a, b], R) Orthogonalitat, d.h.

b
e / y (@2 (@)u(z) do =0,

falls

1. y1 und yo die homogenen Randbedingungen R;(y) = 0 = Ry(y) erfiillen,
d.h. A1, A2 sind Eigenwerte zu Eigenfunktionen v, o des Sturm-Liouvillschen
Eigenwertproblems, oder

2. die Koeffizientenfunktion p(x) die Bedingung p(a) = p(b) = 0 erfiillt.
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Entwicklung nach
Eigenfunktionen

Mativation (Eingessanner Memsean)
Die Bevicha Differustisghichurg,

L=~ + Sy P vl = a8 =0

Satz: (Folge der Eigenwerte und Oszillation der Eigenfunktionen) gy vy e g ingoyf sy i
Sei das Sturm-Liouvillschen Eigenwertproblem mit Randbedingungen gegeben, Radis o und p i Mrolegerchot ot

Liy)+ oy = 0. a(v) = o13(a) + A/ @) = 0 = agyl8) + 5ot/ (8) = Rao). L € e o on B <<

Dabei sei p(x) > 0 und w(z) > 0. Dann sind die Eigenwerte des Eigenwertproblems © o snd guade die Egunirmquenzen do Momran
einfach und bilden eine unendliche Folge reeler Zahlen \; < Ay < ---, die gegen @ ot die Anaahl der Wellenmaviema in radialer Ricktung.
Istellen

oo strebt. Jede zu A, gehdrende Eigenfunktion hat in |a. b genau 1 Nu

Satz: (Entwicklungssatz)
Sei (yn()) eine Folge von normierten Eigenfunktionen, die zu den Eigenwerten A,
des Eigenwertproblems

~Lly] = wwy, Ry (y) = 0 = Ra(y)
mit der Koeffizientenfunktion p(x) > 0 und der Gewichtsfunktion w(z) > 0 auf
[a,b] gehoren. Es gilt also
(ke 43) = Oy

Dann lasst sich jede stetig diff'bare Funktion f, die die Randbedingungen des Eigen-
wer erfiillt, als Funkti it

£@) = 3 Ul

n=1
darstellen. Die Reihe konvergiert in [a, b] gleichmaBig und absolut. o

11.



Satz: (Folge der Eigenwerte und Oszillation der Eigenfunktionen)
Sei das Sturm-Liouvillschen Eigenwertproblem mit Randbedingungen gegeben:

Lly] + Awy = 0, R1(y) = cay(a) + B1y'(a) = 0 = a1y (b) + B2y’ (b) = Ra(y).

Dabei sei p(z) > 0 und w(z) > 0. Dann sind die Eigenwerte des Eigenwertproblems
einfach und bilden eine unendliche Folge reeler Zahlen A\; < Ay < ---, die gegen
oo strebt. Jede zu \,, gehorende Eigenfunktion hat in |a, b] genau n Nullstellen.



Motivation: (Eingespannte Membran)
Die Besselsche Differentialgleichung

—Lly] = —(py") + %y =w’py, yla) =y(b) =0

reprasentiert beispielsweise das Schwingungsverhalten einer (ringformigen) Mem-
bran, die am Rand eingespannt ist, wobei a der innere Radius und b der auBere

Radius ist und p eine Materialeigenschaft ist.

e Nach Satz gibt es zu jedem n € N eine Folge von Eigenwerten w2 < w? < -
mit w? — oo (k — 00).

e w; sind gerade die Eigenfrequenzen der Membran.

e £k ist die Anzahl der Wellenmaxima in radialer Richtung.

Idee: (Entwicklung durch Eigenfunktionen)

e Diese Schwingungszustande mochte man mit Hilfe der (dominierenden) Fre-
quenzen (Eigenfunktionen) darstellen.

e Wegen der Orthogonalitatsrelation der Eigenfunktionen lassen sich (Losungs-)
Funktionen mit geeigneten Randbedingungen als Eigenfunktions-Reihen darstellen!
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Satz: (Entwicklungssatz)

Sei (yn(x)) eine Folge von normierten Eigenfunktionen, die zu den Eigenwerten \,,
des Eigenwertproblems

—L[y] = wwy, R1(y) = 0 = Ra(y)

mit der Koeffizientenfunktion p(x) > 0 und der Gewichtsfunktion w(x) > 0 auf
la, b] gehoren. Es gilt also

(Yk, Yj) = Ok;-

Dann lasst sich jede stetig diff'bare Funktion f, die die Randbedingungen des Eigen-
wertproblems erfullt, als Funktionenreihe

n=1

darstellen. Die Reihe konvergiert in [a, b] gleichmaBig und absolut.



Nichtlineare DGLn

Motivation: (Pendel)
 Die Gleichung zur Beschreibung einer Pendelschwingung lautet
$+ksing = 0.
 Beobachtung: diess Gieichung ist richtiinearl
 Fir kleine Ausrenkungen ¢ gilt sin = .
 Naherungsweise erhilt man also die lineare DGL

P+kp =0
[ r————
Definition (Dyvamicses Sptem) Wi h b v Fl, 5 v DGL s O 1 4 S o
Betrachie 6 Abbidungen " Gachingen e Orémrg nrichie:
g . P )
" SR o Povm e a0 = Wi ml = Wil = @ Bemerkung (Mhn—mwm‘}
X ks Das Diflesesechungssysiem Sy - Fix
= Fix, N . Xt = xe

5 - £8En. 50 erpibe sk daraus e Asfangswertprobien (AWP)

i) = (10)...2al)” 908 Flx.8) = (B ). (1) it dy . - I

1) enat

RPN}

o dquvalen 20 DL st Ovdnang oben

Den Raum
auch Phasenburven

Satz: (Existenz und Eindeutigheit der Losung eines Anfangswertproblems)
Es gelte:
o Die Funktionen Fy,...., Fy seien partiell integrierbar nach 1. .., .

* Die partiellen Ableitungen seien auf einem Rechteck-Gebiet B C R stetig.

« Der Punkt (Xo, o) liege im Inneren von B.

Dann gibt es ein Intervall Jtg — i, to + [, auf dem eine eindeutige Losung X(t) des
dynamischen Systems x = F(x., t) existiert, welche x(tg) = xq erfiillt.

Deinition. (Astosomes Systern)
Ming: die Abbidurg P des dynamischen Systems nche ven ¢ ab. gt 350

*=Flx)
mit £ R 4 R, dann heii: das System autcnomes System
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Motivation: (Pendel)

e Die Gleichung zur Beschreibung einer Pendelschwingung lautet
© + ksinp = 0.
e Beobachtung: diese Gleichung ist nichtlinear!

e Fur kleine Ausrenkungen ¢ gilt sinp ~ .

e Naherungsweise erhalt man also die lineare DGL

© + ko =0.



Definition: (Dynamisches System)
Betrachte die Abbildungen

F:R"™ 5 R"” und x:R—R",
x differenzierbar. Das Differentialgleichungssystem
x = F(x,1),

mit x(t) = (z1(t),...,2,(t))" und F(x,t) = (F1(x,t),...,F,(x,t))", heiBt dy-
namisches System.

Den Raum der Losungskurven x(t) nennt man Phasenraum und die Losungskurven
auch Phasenkurven.
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Bemerkung: (System erster Ordnung)

Wie schon beim linearen Fall, lasst sich eine DGL n-ter Ordnung in ein System von
n Gleichungen erster Ordnung zurtickfiihren:

e Sei gegeben: y™ = f(y,y/,y",...,y" "1 1).
e Fiihre ein: z1(t) = y(t), zo(t) =y (t), ..., zo(t) =y V(2.
e Das dynamische System x = F(x,t) mit

(Y (o=
X = ; = : =:F(z1,...,2p,t)

X

\x;_I) \f(xl,xg,fl..,xn,t))

ist aquivalent zur DGL n-ter Ordnung oben.

19.



Beispiel: Das System

r1\ T2
j?g N —kSiIlCBl

ist aquivalent zur DGL 2-ter Ordnung

© ~+ ksinp = 0.

21.



Bemerkung: (Anfangswertproblem)
Fiir ein dynamisches System x = F(x, 1) sei eine Anfangsbedingung

X(to) — X0

gegen, so ergibt sich daraus ein Anfangswertproblem (AWP).



Satz: (Existenz und Eindeutigkeit der Losung eines Anfangswertproblems)
Es gelte:

e Die Funktionen Fi, ..., F,, seien partiell integrierbar nach z4,...,z,.
e Die partiellen Ableitungen seien auf einem Rechteck-Gebiet B C R™*! stetig.
e Der Punkt (xq,%) liege im Inneren von B.

Dann gibt es ein Intervall |tg — h,to + h[, auf dem eine eindeutige Losung x(t) des
dynamischen Systems x = F(x, t) existiert, welche x(tg) = x¢ erfiillt.



Definition: (Autonomes System)
Hangt die Abbildung F des dynamischen Systems nicht von ¢ ab, gilt also

x = F(x)

mit F : R” — R"™, dann heiBt das System autonomes System.
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