Differentialgleichungen |

orn Behrens

Rand- und Eigenwertprobleme




Erinnerung
Potenzreihen-Ansatz

Zusammenfassung:
Betrachte das AWP

y" +y=cos(2x), mit y(0)=0,y'(0)=1.
1. Verwende den Ansatz einer Potenzreihe: y(z) = ap+a z+azz®+azzs+--- =
Yoo arzt.
. Berechne y’ und y” aus diesem Ansatz.
. Erhalte ag und a, aus Anfangswerten.

2
3
4. Setze Reihen in DGL ein, verwende Potenzreihendarstellung fiir cos.
5. Fiihre Koeffizientenvergleich durch und erhalte y als Potenzreihe.

6

. Falls moglich, erhalte hl Form aus P ihen-Darstell fiir .
Bemerkungen:
o Falls Anwangswerte y(xo) = yo,¥'(20) = y1.20 # 0 gegeben sind, dann

verwendet man den Ansatz

y(z) = ag + a; ai(z — xo)*.

—0) + az(z —x0)* +---

o Im Allgemeinen ist eine geschlossene Form nicht unbedingt zu finden. Dann
muss man mit der Potenzreihe von y(x) oder gar ihren ersten Gliedern vorlieb
nehmen.

o Der wesentliche Nutzen der Potenzreihe liegt in der “einfachen” Differenzier-
barkeit!




Zusammenfassung;:
Betrachte das AWP

y" +y=rcos(2z), mit y(0)=0,y(0) =1.

1. Verwende den Ansatz einer Potenzreihe: y(x) = ag+ajz+azsz®+azz3+--- =
= k

Berechne v’ und y” aus diesem Ansatz.

Erhalte ag und a; aus Anfangswerten.

N

Setze Reihen in DGL ein, verwende Potenzreihendarstellung fir cos.

o

Fuhre Koeffizientenvergleich durch und erhalte y als Potenzreihe.

6. Falls moglich, erhalte geschlossene Form aus Potenzreihen-Darstellung fur y.



Bemerkungen:
e Falls Anwangswerte y(zg) = yo,vy' (x9) = y1,x0 # 0 gegeben sind, dann

verwendet man den Ansatz

y(z) = ag + ar(x — z0) +ag(x —z9)* + -+ = Zak(x — z0)".

e Im Allgemeinen ist eine geschlossene Form nicht unbedingt zu finden. Dann
muss man mit der Potenzreihe von y(z) oder gar ihren ersten Gliedern vorlieb
nehmen.

e Der wesentliche Nutzen der Potenzreihe liegt in der “einfachen” Differenzier-
barkeit!




Randwertprobleme

Definition: (Differentialausdruck 2. Ordnuny
Sei I ¢ R abgeschlossenes Intervall und ag(x) # 0, ay(x), az(z), r(x) stetige
Funktionen. Dann definiere
P Definition: (Sturmsche Randbedingungen)
Diy] = ao(z)y"(z} + ar(x)y/ (x) + ax(z)u(z) Sei die Differentialgleichung

den Differentialausdruck, der auf 1 zweimal stetig differenzierbare Funktionen y(x) Dly) = r(z)
in stetige Funktionen D[y] iiberfihrt. . o
wie zuvor gegeben. Seien weiter

Ri(y) == ayla) + Biy/(a),  Raly) = 0ay(b) + Bay/(b),

mit g, B, € R, af + B2 >0, k=1,2.
Dann erfille die DGL die Sturmschen Randbedingungen

Rulw) == (k=12).

Bomarkung (Lineares Giichungssystam)
Frage: Losbarkeit e DGL mit Randbedogungen
o Allgsmains Lisung y(z) = eyyi(x) + emnls) +
{u1.v2) Fundamentaisysem der n DGL
Losung cer inhomogenen DGL Dly] = (x).
 Die Abikitung: ¥/(z) = c1pi() + eanj(e) + ).
« Danit ergeben sich fur die Raecosdingungen

(), wobsi €1, € B,
und v, partivatire

mfeini(a) +capafa) + (o)l + lewsifa) +eahla) + @] =
oaleun(b) + cans(®) + w(b)] + Baferyi(b) + () + (0] = w

« Uméormen

)+ Bl (adlen + (oumle) + Bunjladlen = 71— oumyla) = Funfla)
(0 (8) + Aayi (B)er + (aam(®) + Bwi(Bey = = 0amb) = Buaf(b).

© Mt den Defiitionen fir K, Ry und

= n = onlb) - S, 4)

halta ineares Gleichungssystem
(Rdu:l Ri(m) (c.) ~ (r.)
Baln) Ral)) \ea) = s,
o It das Sneare Gleichungasystem lisbir, 50 auch die DGL mit Randbedingun-
so

poirt
Bi) R
ae (i) W) # (2]




Definition: (Differentialausdruck 2. Ordnung)
Sei I C R abgeschlossenes Intervall und ag(z) # 0, a1(x), az(x), r(x) stetige
Funktionen. Dann definiere

D[y] := ao(z)y" (z) + a1(2)y' (z) + az(z)y(z)

den Differentialausdruck, der auf I zweimal stetig differenzierbare Funktionen y(x)
in stetige Funktionen D]y] tiberfiihrt.

Bemerkungen:
e Betrachte die DGL Dly| = r(z).

e Mit Anfangswerten

Y& =10 Y() =Y €I Nayva ER,
existiert nach Satz genau eine Losung auf I.

e Frage: Was, wenn nicht nur an £, sondern auch an einer anderen Stelle
Bedingungen gestellt werden?

1




Bemerkung:
Randwertprobleme sind (anders als Anfangswertprobleme) nicht immer Iosbar!




Definition: (Sturmsche Randbedingungen)
Sei die Differentialgleichung

Dly] = r(x)
wie zuvor gegeben. Seien weiter

Ri(y) == a1y(a) + f1y'(a), Ra(y) := aay(b) + B2y (D),

mit ok, Bk, V& € R, O‘% -I-B,% >0, k=1,2.
Dann erfulle die DGL die Sturmschen Randbedingungen

Rk(y) — Yk (k — 1,2).

10.



Bemerkung: (Lineares Gleichungssystem)
Frage: Losbarkeit der DGL mit Randbedingungen.

o Allgemeine Losung: y(z) = ciyi(x) + cay2(z) + yp(z), wobei ¢1,¢c0 € R,
{y1,y2} Fundamentalsystem der homogenen DGL D[y] = 0 und y,, partikuldre
Lésung der inhomogenen DGL D[y] = r(z).

e Die Ableitung: o/(z) = c1y1(z) + cays () + yp ().

e Damit ergeben sich fiir die Randbedingungen:

arleryi(a) + caya(a) + yp(a)] + Bilary (a) + caya(a) + yp(a)] = m
azc1y1(b) + cay2(b) + yp(b)] + Baleryy (b) + caya(b) + 4, ()] = 72
e Umformen:
(a1yi(a) + Bryi(a))er + (anyz(a) + Biys(a))ce = m — aryp(a) — Py, (a)

(a2y1(b) + B2y (b))er + (agya(b) + Bays(b))ca

Y2 — ayp(b) — Bayy(b).
e Mit den Definitionen fiir Ry, Ry und

= — arypa) — fryy(a), T2 =2 — azyy(b) — oy, (b)

erhalte lineares Gleichungssystem

(o ) (2) - (1)

e |Ist das lineare Gleichungssystem losbar, so auch die DGL mit Randbedingun-

gen. Also
Ri(y1) Ra(y2)
det (Rz(yl) R2(y§)) # 0 6

11.



Selbstadjungierte
Differentialausdriicke

Vorbemerkung (0ifeescusiriche)
Betachne Difesestasmsiniche
DO o MBI+ W
.o

3, 2) it e Mongn dor suf e Intrenl £ = [0, swniral st
48t Funbeconen

W it cne Monge vonsteigen Funbzionen, BIMbRES 100 D

Definition: (Sturm-Liouwillescher Differentialausdruck)

plx) sei auf einem Intervall 1 = [a,b] stetig diff bar und positiv, q{z) und =(z) seien

auf 1 stetig. Dann heifien
Lly] = (') +alz)y
Sturm-Liouvillescher Differentialausdruck und
Lol = 2(x)
Sturm-Liowvillesche Differentialgleichung.

Definition (Adjungerter Differestiausdruck n-ter Ordnung)
Sei
Dig)im S aulei

ain inwares Difarantialaosdrick s-ter Ordnung, o, () vorgngebess auf 1 (n — v
i dif' aulx) # 0, der onf 20k 1 nemal

steti 6 bare Funktion angewesdet wird

Der 2u Dly] adjungire Diferentialausseuck ist dann gegeben durch

Do} = (-1 (aulrlatr)) .

Definition: (Selbstadungerter Dfferentialausdruck n-ter Ordnung)
Ein Differestisaussruck Dly] helt selbstadiumgiert, wenn

Dy = Dia|
For alle auf £ r-mal stet ifl baren Funktionen 3 git

irter Oferstandrack it = 2

Oamit and it 07l = D] el

O = ke e (5]

14.



Vorbemerkung: (Differentialausdriicke)
Betrachte Differentialausdrucke

D:C%(a,b],R) = W

e C?([a,b],R) ist die Menge der auf dem Intervall I = [a,b] zweimal stetig
diff'baren Funktionen.

e IV ist eine Menge von stetigen Funktionen, Bildbereich von D.



Definition: (Adjungierter Differentialausdruck n-ter Ordnung)
Sei

n

Dly] =) ay(z)y"™

v=0

ein linearer Differentialausdruck n-ter Ordnung, a,(z) vorgegebene auf I (n — v)-
mal stetig diff'bare Funktionen, ag(x) # 0, der auf y(x) eine beliebige auf I n-mal
stetig diff 'bare Funktion angewendet wird.

Der zu D|y| adjungierte Differentialausdruck ist dann gegeben durch

n

D*[y] = Y (=1)"""(au(2)y(z)) "

v=0

16.



Beispiel: n =2

Dly]
D*[y]

ao(z)y” + ai(x)y’ + az(z)y
(ao(z)y)" — (a1 (x)y) + az(x)y
ao(2)y" + (2ap(x) — a1(z))y’ + (ag(z) — a3 (x) + az2(z))y.

18.



Definition: (Selbstadjungierter Differentialausdruck n-ter Ordnung)
Ein Differentialausdruck D[y] heiBt selbstadjungiert, wenn

D*[y] = Dly]

fur alle auf I n-mal stetig diff'baren Funktionen y gilt.



Beispiel: Selbstadjungierter Differentialausdruck fur n = 2:
Wir hatten schon berechnet:

Dlyl = ao(x)y" + a1(x)y’ + az(z)y
D*ly] = (ao(z)y)” — (ar(z)y) + az(z)y
= ao(z)y” + (2a0(x) — a1(x))y’ + (ag(z) — a1 (z) + az(x))y.

Damit und mit D*[y| = D|y]| folgt:

20 —al =a1 = apy=a

/7 / 7 /
Ay — @1 + a2 =az = ag = Q7.

Damit erhalt man

D[y] = (ao(x)y")" + az(z)y. e

20.



Definition: (Sturm-Liouwillescher Differentialausdruck)

p(x) sei auf einem Intervall I = [a, ] stetig diff'bar und positiv, ¢(x) und z(x) seien
auf I stetig. Dann heiBBen

Ly] = (p(x)y") + a(z)y

Sturm-Liouvillescher Differentialausdruck und

Lly] = z(x)

Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung.
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Beispiele: (Besselsche Differentialgleichung)

1. Fur die DGL
y//+emyl+xy:0

s(x)z/e _Odarze‘”,

und damit die selbstadjungierte Form

erhalt man

(e ) —ze® y = 0.
2. Fur die Besselsche DGL
2.1

22y +xy + (2 —n?)y =0, (z>0)

erhalt man

s(z) = / : _22xd:c = —Inz,

T

d.h. die DGL ist mit e5(*) = % zu multiplizieren; damit ist die selbstad-
jungierte Form

’I’L2

2
n
zy" +y + (z — ?)y = (zy") + (z — ?)y = 0.

22.



Selbstadjungierte
Differentialoperatoren

[ —u—
e e et o -t
by Fu
o [ raga e Pl
R

i - [

- [lon-'r +quy ds
- f.",..r,.r + ) de + [oll

= [ e+ e+t

100)= o = (L) + [plw'e — we)s.
o a2 o e Adsgori 1 Eatit
vy Shataakis s wch sd Difemrtinamericis dbeingen, Wik Die Beziehung (Lul,v) = (w, L[v]) gik, falls

[} (2o} — wlep ()2 = 0.

T T
ko= (.
Zula ’(Md Intervall l)
Satz (Selbstadjungirtes Sturm-Louvilsches Egenmentgroblem) o emen sel auf dem I =
Seiem L) = (p(r)3' + 5(2)p dor o € [o) Sefmare Storm-Liowitsche Di- i) = e,
fretisausdrack it st Gl bare Funktion ) > 0, steti G borer Furkton
4(7) und stctger Funkton w(r) > 0, A & & on Parameter und ap. 5 € % mit Rily) = awlo)+A/la) =0,

Raly) = oaw(b) + Ao/ (b) = 0.

wische Eigeamertrobiem
Ll + ey =0, anp(a)-+ B'(e) =0, oul®) + By/($) = 0 Do L do Strs Lonllchr Dtk 3 € 2 o P,

ax, Bo € R mitaf + > 0 (k= 1,2), w(z) eine auf I positive stetige Funktion.

re—

et L wird C(la, b].R) genauer die Teilmenge
Nichttriviale Lisungen 5 (r) 7% gogebeman Parametern A baitlan Eigenfinitionan M C C?([a,b], R) von Funktionen, weiche die Randbedingungen erfullen!. De
(fats e estieren meter Elemente 3us M heifen Testfunktonen

Sturm-Liownilachen Eigenwertproblems.

Definition: (Selbstadjungierter Differentialoperator)

Sei L ein auf I = [a.}] definierter selbstadjungierter Differentialausdruck 2. Ord-
nung, und sei M C C?(la,b],R) die Menge aller Funktionen, die vorgegebene
Randbedingungen an z = a und x = b erfullen (Testfunktionen).

Gilt fir alle w0 € M

(Lfu].v) = (. L[]},

so heibt L selbstadjungierter Differentialoperator auf M. Das zugehdrige Randw-
ertproblem heift ebenfalls selbstadjungiert

23.



Bemerkung: (Integralbeziehung von Differentialausdriicken)

e Verwende das Skalarprodukt fiir zwei auf I = [a, b] stetige Funktionen f, g :
I—R:

b
(f,9) :/ f(z)g(z) dx.

e Mittels partieller Integration (zweifach) erhalt man

b
(D[u],v) = / [aou” + a1u’ + agulv dx

b
= / ul(agv)” — (a1v)’ + azv] dz + [u'agv]’ + [uai1v]’ — [u(aov)']’

= (u, D*[v]) + [w'agv]; + [uarv]g — [u(aov)'];.
e Die Beziehung aus der LA

(f(x),y) = (x, f*(¥))

fiir lineare Abbildungen f : R™ — R™ und ihre Adjungierten f* mit Euklidis-
chem Skalarprodukt lasst sich auf Differentialausdriicke tibertragen, falls

[w/ agv]® + [ua;v]® — [u(agv)]% = 0.

e Also miissen u,v,ag,a; bestimmte Randbedingungen erfiillen (z.B. u(a) =
u(b) = v(a) = v(b) = 0). Dann gilt

(D[u],v) = (u, D*[v]).

24,



Beobachtung: (Integralbeziehung von selbstadjungierten Differentialausdriicken)
Fur selbstadjungierte Differentialausdriicke L vereinfachen sich die Randbedingun-
gen. Es gilt:

b
T = [ o0 + qulo da
b

b
= [ ulov'Y + aol do -+ fpu'oll — fupv')

(u, Llv]) + [p(u'v — uwv')]5.

Die Beziehung (L[u],v) = (u, L[v]) gilt, falls

[p(@) (v (z)v(z) — u(z)v'(2))]s = 0.

25.



Betrachte: (Randwertproblem)
Zu losen sei auf dem Intervall I = [a, b]

—Lly] = Aw(z)y,
Ri(y) = oaxy(a)+ A1y’ (a) =0,
Ro(y) = aoy(b) + B2y (b) = 0.

Dabei sei L ein Sturm-Liouvillscher Differentialausdruck, A € R ein Parameter,
ak, B € R mit a2 + B2 > 0 (k= 1,2), w(z) eine auf I positive stetige Funktion.

Als Definitionsbereich von L wird C?([a, b], R) angenommen, genauer die Teilmenge
M c C?([a,b],R) von Funktionen, welche die Randbedingungen erfiillen!. Die
Elemente aus M heiBen Testfunktionen.

26.



Definition: (Selbstadjungierter Differentialoperator)
Sei L ein auf I = [a,b] definierter selbstadjungierter Differentialausdruck 2. Ord-
nung, und sei M C C?([a,b],R) die Menge aller Funktionen, die vorgegebene
Randbedingungen an z = a und x = b erfiillen (Testfunktionen).
Gilt fur alle u,v € M

(Llu],v) = (u, L[v]),

so heiBt L selbstadjungierter Differentialoperator auf M. Das zugehorige Randw-
ertproblem heiBt ebenfalls selbstadjungiert.
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Bemerkungen: (Hinreichende Bedingungen fiir Selbstadjungierte Differentialoper-
atoren)

1. Falls alle Funktionen in M die Randbedingungen R;(y) = R2(y) = 0 (s.0.)
erfillen, dann ist L selbstadjungierter Operator auf M.

2. Sei p(a) = p(b) > 0 und M die Menge aller Funktionen, welche periodische
Randbedingungen erfullen, d.h.

y € M = y(a) = y(b) und y'(a) = y'(b).
Dann ist L selbstadjungierter Operator auf M.

3. Fallsp(z) > 0 fiir x €]a, b[ und p(a) = p(b) = 0, dann ist L selbstadjungierter
Operator fiir alle u,v € C?([a, b],R).



Satz: (Selbstadjungiertes Sturm-Liouvillsches Eigenwertproblem)

Seien L[y] = (p(x)y')" + q(x)y der fir z € [a, b] definierte Sturm-Liouvillsche Dif-
ferentialausdruck mit stetig diff'barer Funktion p(x) > 0, stetig diff'barer Funktion
q(x) und stetiger Funktion w(z) > 0, A € R ein Parameter und ay, 8 € R mit
ar + B2 >0 (k=1,2).

Dann ist das Sturm-Liouvillsche Eigenwertproblem

Lly] +  w(z)y =0, ary(a) + A1y’ (a) =0, azy(b) + B2y'(b) =0
selbstadjungiert.

Nichttriviale Losungen yy(x) zu gegebenen Parametern \ heiBen Eigenfunktionen
(falls sie existieren). Die entsprechenden Parameter A\ heiBen dann Eigenwerte des
Sturm-Liouvillschen Eigenwertproblems.
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Selbstadjungierte
Differentialoperatoren
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