Differentialgleichungen |

orn Behrens

Lésung mittels Potenzreihen




Erinnerung
Laplace-Transformation

Idee: Wir t hten das Anf: problem n-ter Ordnung

Yt aq g™ e agy = (D), 9(0) = y/(0) =+ =y (0) =0,
mit geeigneter rechter Seite 7.

Frage: Ist es moglich, eine Transformation Y (z) = T'y(t)] bzw. R(z) = T[r(t)|
zu finden, fiir welche auch die Umkehrung y(t) = T[Y(2)] bzw. r(t) = T[R(z)]
existiert, so dass

Y(z) = F[R(z)], F geeignetes Funktional,

leicht zu Igsen ist? Dann ware die Losung y(t) = 7Y (z)] leicht zu erhalten.

Idee: Gegeben sei das Anfangswertproblem n-ter Ordnung
Y™+ apy ™ o agy =r(t), y(0) =y/(0) = =y (0) =0,
mit r stiickweise stetiger Funktion von exponentieller Ordnung.
Setze
Y(z)=Lly(t)], und R(z) = L[(t)].
Die Laplace-Transformation des AWP ergibt nach Rechenregel

(2" +ap 12" 4t ag)Y(z) = R(z)
= Y(2)=("+an12"" 4+ +a0) 'R(z) = G(2)R(z).

Findet man eine Funktion g(t) mit L[g(t)] = G(1), so folgt
L) = Y(:) = GE)R() = LlgO)Llr0)] = Llig»r)(0)]
)
= ¥0 = @0 = [ o) an
0

Die Funktion K(t,7) := g(t — 7) heit Greensche Funktion.




Idee: Wir betrachten das Anfangswertproblem n-ter Ordnung
mit geeigneter rechter Seite r.

Frage: Ist es moglich, eine Transformation Y'(2) = T1y(t)] bzw. R(z) = Tr(t)]
zu finden, fiir welche auch die Umkehrung y(t) = T[Y (2)] bzw. r(t) = T[R(2)]
existiert, so dass

Y(z) = F|R(z)], F geeignetes Funktional,

leicht zu 16sen ist? Dann ware die Losung y(t) = T[Y (2)] leicht zu erhalten.




Idee: Gegeben sei das Anfangswertproblem n-ter Ordnung

mit r stiickweise stetiger Funktion von exponentieller Ordnung.

Setze
Y(2)=L[y(t)], und R(z)=L[r(t)].

Die Laplace-Transformation des AWP ergibt nach Rechenregel

(2" +an_12""1 4+ +a)Y(2) = R(2)
= Y()=(G"+an_ 12" 4+ - +a) 'R(z) = G(2)R(2)
Findet man eine Funktion g(t) mit L[g(t)] = G(t), so folgt
Lly(t)] = Y(z)=G(2)R(z) = L[g(t)|L[r(t)] = L[(g*7)(t)]

= y@t) = (gx7)() =/0 g(t —7)r(7) dr.

Die Funktion K (t,7) := g(t — 7) heiBt Greensche Funktion.




Motivation

Idee:

1. Welche weitere Umformung kdnnen wir nutzen, um eine DGL zu |6sen?

2. Wir erinnern uns an die Potenzreihen (Vereinfachung fiir sin, cos, exp!).

3. Ableitungen sind einfach zu berechnen (komponentenweise).




Idee:

1. Welche weitere Umformung konnen wir nutzen, um eine DGL zu losen?
2. Wir erinnern uns an die Potenzreihen (Vereinfachung fir sin, cos, exp!).

3. Ableitungen sind einfach zu berechnen (komponentenweise).
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Potenzreihen-Ansatz

Zusammenfassung:
Betrachte das AWP

Yy +y=cos(2z), mit y(0)=0,5'(0)=1

1. Verwende den Ansatz einer Potenzreihe: y(x) = ag+a;z+aga? +agz®+- -
e gakzt.

2. Berechne 3’ und y” aus diesem Ansatz.
3. Erhalte ag und a, aus Anfangswerten.
4. Setze Reihen in DGL ein, verwende Potenzreihendarstellung fiir cos.
5. Fiihre Koeffizientenvergleich durch und erhalte y als Potenzreihe.
6. Falls moglich, erhalte hl Form aus P ihen-Darstellung fir y.
Bemerkungen:
e Falls Anwangswerte y(zo) = yo,3'(20) = y1.70 # 0 gegeben sind, dann

verwendet man den Ansatz

y(z) = ag + a1 (x — o) + az(z —x20)? +--- = E ax(z — x)*.
k=0

o Im Allgemeinen ist eine geschlossene Form nicht unbedingt zu finden. Dann
muss man mit der Potenzreihe von y(x) oder gar ihren ersten Gliedern vorlieb
nehmen

o Der wesentliche Nutzen der Potenzreihe liegt in der “einfachen” Differenzier-
barkeit!




Zusammenfassung;:
Betrachte das AWP

y" +y=rcos(2z), mit y(0)=0,y(0) =1.

1. Verwende den Ansatz einer Potenzreihe: y(x) = ag+ajz+azsz®+azz3+--- =
= k

Berechne v’ und y” aus diesem Ansatz.

Erhalte ag und a; aus Anfangswerten.

N

Setze Reihen in DGL ein, verwende Potenzreihendarstellung fir cos.

o

Fuhre Koeffizientenvergleich durch und erhalte y als Potenzreihe.

6. Falls moglich, erhalte geschlossene Form aus Potenzreihen-Darstellung fur y.



Bemerkungen:
e Falls Anwangswerte y(zg) = yo,vy' (x9) = y1,x0 # 0 gegeben sind, dann

verwendet man den Ansatz

y(z) = ag + ar(x — z0) +ag(x —z9)* + -+ = Zak(x — z0)".

e Im Allgemeinen ist eine geschlossene Form nicht unbedingt zu finden. Dann
muss man mit der Potenzreihe von y(z) oder gar ihren ersten Gliedern vorlieb
nehmen.

e Der wesentliche Nutzen der Potenzreihe liegt in der “einfachen” Differenzier-
barkeit!
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Taylor-Reihe

Idee:
Sei das AWP

y'=f(x.y), v@o)=wm
gegeben. Verwende das Taylorpolynom

" (n)
Ta(a) = y(zo) + 4/ (z0) @ — 20) + L ;f") (—z0)*+--+ ”T(f“)(z — zo)".
1. Dann erhalte y(zo) = yo-
2. Weiter berechne 3'(zq) aus der Formel als y'(z¢) = f(z0.y0)-
3. Erhalte " durch differenzieren: 3" = % (x,y).
Um also y" (o) zu berechnen:
3, 3,
V' (a0) = 5L o) + 5L (an, o)y (o).
4. Fahre sukzessive fort.
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Idee:
Sei das AWP

y' = f(z,9), y(zo) =1yo
gegeben. Verwende das Taylorpolynom

"
X
Y ;' 0) (x — $0)2 +

Th(z) = y(wo) + ¢ (wo)(z — m0) +

1. Dann erhalte y(zo) = yo.

2. Weiter berechne y'(x() aus der Formel als y/(z¢) =

3. Erhalte y" durch differenzieren: y”" = d%(x,y).
Um also 3" (z¢) zu berechnen:

of of

y™ (z0)

g LT g

n!

f(x0,%0).

Yy (zo) = %(mo-yo) + a—y(fﬂo,yo)y’(ivo)-

4. Fahre sukzessive fort.

Bemerkung: Eine Abschatzung der Genauigkeit ist nicht moglich, 9

da eine allgemeine Formel fiir (™ (z() nicht bekannt ist.

)"
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Besselsche
Differentialgleichung

Betrachte: Besselsche Differentialgleichung der Ordnung n:

2%y +zy + (a® —n*)y=0, 0<neR.

Ansatz:
Verwende den allgemeinen Potenzreihen-Ansatz

o0 o0
y(z) =2" Zakz" = Z apzttT
k=0 k=0

mit ag # 0 und r € R.

Koeffizientenvergleich:
Einsetzen in die DGL und Vergleich der Koeffizienten der Potenzen 7, 271, "%
(k=2,3,...) fihrt auf die Beziehungen:

0

0

0, k=23,...

(r* = n*)ao
{(r+1)% = n?)ay
(k+r+n)k+r—n)ag + ap_2

oo

Wegen ay # 0 muss r = n oder 7 = —n sein (ap dann beliebig wahlbar!).
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Betrachte: Besselsche Differentialgleichung der Ordnung n:

2y + zy’ + (:1:2 —n2)y =0, 0<nek.

Bemerkung: Diese gewohnliche DGL entsteht durch Darstellung der Wellengle-
ichung in Zylinderkoordinaten.
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Ansatz:
Verwende den allgemeinen Potenzreihen-Ansatz

o0

©. @)
y(x) =" Z apx® = Z apxt "
k=0 k

=0

mit ag # 0 und r € R.



Koeffizientenvergleich:
Einsetzen in die DGL und Vergleich der Koeffizienten der Potenzen =", "~
(k=2,3,...) fihrt auf die Beziehungen:

(r*> =n*)ay = 0
(r+1)?=n%)a; = 0
(k+r+n)(k+r—n)agx+ax—2 = 0, k=23,...
Wegen ag # 0 muss r = n oder r = —n sein (ag dann beliebig wahlbar!).
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———
o Aus g # 0 und £ = olgt mit dem Koefiientenvergleich: a, = 0.
© Auberdem git de Rebursioadormel

oo ma
=gy PR

« g 0, = O werschwindin ata 0, it ungaradem Indes a3 = 0

 Konkret ehilt man

e T
N o
T ey

stgemein an = (-1)* k=1,

B+ 1+ 2) (e B

der Gamma-Funktion: Verwende die Eigenschaften der Gamma-

. . Verwendung
Formale Lésung: Wir erhalten die formale Losung Funktion I'(x + 1) = 2I'(z) (z > 0) und Tk +1) = & (k = 0,1,2,...). Dann
it

1z 1 =z
vle) = aor" |1 = s (G) e (G 1 - Lin +1)
[ ||(n:1) 2 THmtne2) 2 Rint D)otk Tkt D+ k1)
=z
+ ("’.M(M1)---(..+k)(§)""‘“] Ao
e Reibe i ecki . 3 . S - T
Die Reibe in eckigen Klammern ist bestindig konvergent (fir alle ¢ € R). ylx) = agr Em‘i’"

B LT T) R | LTS S
STE+IMn+k+1)°2

B I-Fi ion n-ter Ordnung erster G
Wihle nun ag = W(lv-?)' Dann gilt

(=1)* (g)ziﬁ.n

In(@) = é NESNCETTSY)

ist Losung der Besselschen DGL

22y +ay + (2 —n?)y =0.
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Rekursionsformel:
e Aus ag # 0 und r = n folgt mit dem Koeffizientenvergleich: a; = 0.

e AuBerdem gilt die Rekursionsformel

ar—2
= k=223,...
ar k(2n+k)’ y 9y

e Wegen a; = 0 verschwinden alle a mit ungeradem Index: as;_1 = 0.

e Konkret erhalt man
__ G
22(n+1)’
agp
22(n+1)(n+2)"
(~1)* a
22kkl(n+1)(n+2)---(n+ k)’

a, = —

ap, =

allgemein a9 =

20.

(k=1,2,...



Formale Losung: Wir erhalten die formale Losung

1 X4
At )m+2)2)

2
(%)2’“ 4.

1 X\ 9
1!(n—|—1)(§) i

1
n+1)---(n+k)

y(x) = agx™ |1 —

- (—1)’“k!(

Die Reihe in eckigen Klammern ist bestandig konvergent (fur alle z € R).
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Nachweis Bestandige Konvergenz: Setze

)2, und

u =

N8R

1
(n+1)---(n+k)

by = c—nkk!

Fiir die Reihe > 72, bpu® gilt dann

bk |

b
= (k+1(n+k+1), also lim 5 |
[y

k— o0 |bk_|_1| B

Nach Satz (2. Semester) ist die Reihe dann fiir alle w € R und damit fiir alle z € R
konvergent.
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Verwendung der Gamma-Funktion: Verwende die Eigenschaften der Gamma-
Funktion I'(x + 1) = zI'(z) (x > 0) und I'(k+ 1) = k! (k = 0,1,2,...). Dann
gilt

1 B I'(n+1)
Kln+1)---(n+k) Tk+1DIn+Ek+1)
Also
n — (_1)k L
yl@) = aoz kz:% kl(n+1)---(n+ k) (5)%
= ap2"T'(n+ 1)i (=1)" (f)2k+n
0 T(k+1)T(n+k+1) 2

k=0

24,



Bessel-Funktion n-ter Ordnung erster Gattung:
Wahle nun ag = Dann gilt

2nr( )

Jolw) = i - (5)7
" ~T(k+1)I(n+k+1)"2

ist Losung der Besselschen DGL

%y’ + zy + (2 —n?)y = 0.

25.



Rekursionsformel:
 Mit r = —n suchen wir also Lasung der Form
=
PEEERD TN
o
o Aus aq # 0 folgt mit dem Koefiizientenvergleich: a; = 0.
® AuBerdem gilt die Rekursionsformel
— I =
%= -2 k=23,

(Voraussetzung: n # 1,3,2.5,

Formale Losung: Analog zwm Vorgehan fir r = eshalt man

- - (-1 T
2t E i
o Die Fomel it fir n 40,1.2....
o Ju(x) e 5 (x) sied 2wei linaae unabhingge Losungen der Bessalschen
DGL sl Fundumantisystem
o Firn > 0, n 4 0,1.2... st die algemeine Lisung der Bessebchen DGL
0#) = elda(2) + 2l nlz) (e1,3 € R).

 Fir Loungen die fir = -+ O beschvinks bleben, muss o, = 0 sen, da
Jal) = Ol

e = i

Vo s, B s 2,114 b Famdorents

Aligemeine Lésung der Besselschen DGL:

u(@) = erda(z) +a2Yalx) (c1,c2 €R)
ist allgemeine Losung der Besselschen DGL

22y 4y + (2~ )y =0.
Dabei sind
S (=1)* Z 2kt
iz} = g T+ Oin +k+1) G
Yele) =t Telo)ostom) = L)

= sin(vm)

26.



Rekursionsformel:

e Mit r = —n suchen wir also Losung der Form
(©. @)
y(x) =z~ " Z apxt.
k=0

e Aus ag # 0 folgt mit dem Koeffizientenvergleich: a; = 0.

e AuBerdem gilt die Rekursionsformel

ag—2
k(k —2n)’

ar — — k:2,3,...

(Voraussetzung: n # 1, %, 2, g, cn).



Formale Losung: Analog zum Vorgehen fur r = n erhalt man

- (—1)* x

J-n(z) = ];) Tt DT (—n 1 k+1) 2

)Zk—n

Die Formel gilt furn #0,1,2....

Jn(z) und J_,(x) sind zwei linear unabhangige Losungen der Besselschen
DGL also Fundamentalsystem.

e Firn > 0, n # 0,1,2... ist die allgemeine Losung der Besselschen DGL
gegeben:
y(x) = cldy(x) + cod_pn(z) (c1,c2 € R).
e Fur Losungen die fur x — 0 beschrankt bleiben, muss c; = 0 sein, da

J_pn(x) =0(x™").

28.



Bessel-Funktion n-ter Ordnung zweiter Gattung:

Frage: Losung furn =0,1,2,...7
Ansatz: Setze —n in J,(z) ein.

Beachte: fir 0 < k < n—1ist I'(—n + k + 1) = oco. Setze dann den
Koeffizienten zu Null!

Erhalte:
- (=D* z
k; T(k+1)I(—n+k+1) G

> —1)k x
= )" kz:; T(k+ 1)(I‘(n) Yk+1) (G = (1" n(a).

Ton@) = 2k

Fundamentalsystem: Da J_,(x) in diesen Fallen lin. abhangig ist, muss
Jn(z) zu einem Fundamentalsystem erganzt werden (Bessel-Funktion zweiter
Gattung, oder Weber-Funktion, oder Neumann-Funktion):

Y, (z) = lim Jy(x) cos(vm) — J_,,(x).

v—n sin(v)

Man kann zeigen, lim existiert und J,,(z), Y,,(z) bilden Fundamentalsystem.

29.



Allgemeine Losung der Besselschen DGL.:

y(x) = c1dn(z) + c2Yn(x) (c1,c2 € R)

ist allgemeine Losung der Besselschen DGL
?y" + zy + (22 — n?)y = 0.

Dabei sind

Tn(z) = i - ()%
" ~T(k+1)(n+k+1)"2 ’

Y,(z) = lim Jy, () cos(vm) — J_,,(a:).

v—m sin(v)

30.



Derensigeichungen |

Motivation

Potenareihen-Ansatz Taylor-Reihe Besselsche
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