Differentialgleichungen |

orn Behrens

Laplace Transformation




Motivation

Idee: Wir betrachten das Anfangswertproblem n-ter Ordnung
Y+ anay™ Y 4t agy = (1), y(0) =y/(0) = =y"D(0) =0,
mit geeigneter rechter Seite 7.
Frage: Ist es moglich, eine Transformation Y'(2) = Ty(t)] bzw. R(z) = T[r(t)]
zu finden, fiir welche auch die Umkehrung y(t) = T[Y(z)] bzw. r(t) = T[R(z)]
existiert, so dass
Y(z) = F[R(z)], F geeignetes Funktional,

leicht zu I6sen ist? Dann ware die Losung y(t) = T[Y (2)] leicht zu erhalten.




Idee: Wir betrachten das Anfangswertproblem n-ter Ordnung
mit geeigneter rechter Seite r.

Frage: Ist es moglich, eine Transformation Y'(2) = T1y(t)] bzw. R(z) = Tr(t)]
zu finden, fiir welche auch die Umkehrung y(t) = T[Y (2)] bzw. r(t) = T[R(2)]
existiert, so dass

Y(z) = F|R(z)], F geeignetes Funktional,

leicht zu 16sen ist? Dann ware die Losung y(t) = T[Y (2)] leicht zu erhalten.




Definition
Laplace-Transformation

Definition: (Laplace-Transformation)
Sei f : [0, 0]+ R eine Funktion. Die durch

Fiz) = /:r"/mau

mit x € C definierte Funktion F heiBt Laplace-Transformierte von f. Die Abbildung
von [ auf F heibt Laplace- Ve de di ibweise L[ (1))

Definition: (exponentielle Ordnung)
Eine Funktion f : [0,00[— R ist von exponentieller Ordnung 7, falls Konstanten
M >0 und 7 € R existieren, so dass fur alle 0 < t < oc gilt

|£()] < Me.

Satz: (Existenz der Laplace-Transformierten)
Sei f in [0, o[ stiickweise stetig und von ieller Ordnung . Dann existiert
die Laplace-Transformierte F(2) fur alle z € C mit Rez > 7.




Definition: (Laplace-Transformation)
Sei f :[0,00[— R eine Funktion. Die durch

F(z) = /0 T et dt

mit z € C definierte Funktion F' heiBt Laplace-Transformierte von f. Die Abbildung
von f auf F' heiBt Laplace-Transformation. Verwende auch die Schreibweise L[f()].

Fragen:

e Fur welche f ist die Laplace-Transformierte sinnvoll?

e Unter welchen Umstanden existiert das uneigentliche Integral?




Definition: (exponentielle Ordnung)
Eine Funktion f : [0, 00[— R ist von exponentieller Ordnung +, falls Konstanten
M > 0 und v € R existieren, so dass fur alle 0 <t < oo gilt

[f(t)] < Me™.

Bemerkungen:
e Polynome sind von exp. Ordnung.
e sin und cos sind von exp. Ordnung.

Beispiel: Verwende Taylor-Reihe fur ¢t > 0:

3] =3 < 6e =6+ 6t+ 32 +1> +---




Satz: (Existenz der Laplace-Transformierten)
Sei f in [0, oo stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung . Dann existiert
die Laplace-Transformierte F'(z) fiir alle z € C mit Rez > 7.

Beobachtungen: Im z

e Das Integral [~ e ' f(t) dt existiert also in einer

rechten Halbebene der GauBBschen Zahlenebene.
Konver zgebiet

e Je schwacher f(t) fiir t — oo wachst, desto weiter
reicht der Konvergenzbereich nach links.

M

0 Y Re z

11.



Inverse
Laplace-Transformation

Sate (Usbahrsats fir d Laiace Transformation)
e f von exponentieller Ordnung 3, f verschinde fr ¢ < 0 und s in & sickweise
Wt Dann git fir

o { W
Ly [ peeiaeronae - Cutn (70
winl, P

ebesonder gt in e Statighstspunkt { von /

10 = g [ o
B R —
o
Satz: (Ei fiir die Laplace-
Seien i und f; von exponenticller Ordnung 7, fi. f2 verschwinden fiir ¢ < 0
und seien in R stiickweise glatt. Es gelte weiter fiir die Laplace-Transformierten
Fi(x) = Fy(z) fiir Roz > 7.
Dann gilt fiir jeden Punkt £, an dem f; und f stetig sind,
i) = fal0).
Bemerkungen
o Die beiden Sitze erlauben die Berechnung von  (t) aus einer Laplace-Transformierten
F(z) mittels Ki in der GauBschen
o Die Laplace-Transformation f(t} — F(z) ist eine eineindeutige Abbildung.
Beispiel: Zu

flt)y=e"

ist die eindeutige Laplace- Transformierte
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Satz: (Umkehrsatz fiir die Laplace-Transformation)
Sei f von exponentieller Ordnung v, f verschwinde fiir t < 0 und sei in R stiickweise
glatt. Dann gilt fur alle x = Rez > v

— lim F(2)e*' dz =

f(t+0)+f(t—0) (t > 0)

1 A . 2 )
— lim F(x+ is)e@T)t ds = f(0+0) (t =0)
27T A—o0 A 2 )
- 0 (t <0).
Insbesondere gilt in jedem Stetigkeitspunkt ¢ von f
= — 1 F(z)e*
J®) 9omi Assoo .4 (2)e” dz
1 A

= — lim F(x 4 is)e@T1)t ds
27T A—o0 —A

fur x > 7.
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Satz: (Eindeutigkeitssatz fiir die Laplace-Transformation)

Seien fi; und fo von exponentieller Ordnung -, fi,fe verschwinden fur ¢ < 0

und seien in R stickweise glatt. Es gelte weiter fur die Laplace-Transformierten
Fi(z) = Fy(x) fur Rez > 7.
Dann gilt fur jeden Punkt ¢, an dem f; und f5 stetig sind,

f1(t) = fa(t).



Bemerkungen:

e Die beiden Satze erlauben die Berechnung von f(t) aus einer Laplace-Transformierten
F(z) mittels Kurvenintegral in der GauBschen Zahlenebene.

e Die Laplace-Transformation f(t) — F'(z) ist eine eineindeutige Abbildung.

Beispiel: Zu
f(t) = e*
ist die eindeutige Laplace-Transformierte
1
F(z) = :
(2)=——4
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Rechenregeln der
Laplace-Transformation

Satz: (Linearitit)

e uned g in 10, stickwnise steti und von wsponentilier Ordnung 7
Dann gt fir 0, € &

Satz. (Transformation der Ableitung ued des Integrals)
1 S f wie i vorigen Satz. Dann git fir Res > 7
Zaf(e) 4 bgle] = a£If(0] + LEige)

Lif40) = 2£1£10) - S(0).
2

£ (k~ 1ol steig iferenziecbar und S~ stickweise glatt Sen
1.1,

o
e axporarielier Oréiung 3. Dane gt Fir Rns >
U] = >l - 7o)

s
356 f wiein 1. Daan git fir Res > 7

af 1040 te

erssicn cres Podites it e
1) e,
s

Poetasbion
7 Latoce bk o Lo Tosmboision

s

L

Satz: (Transformation der Ableitung einer unstetigen Funktion) Sei | wieder ene
Fusition von exponantiller Ordiung  mit den weitiren

Satzes, und habe f an der Stelle ¢

szele. Dann git

ausserzungen oos
> 0 ine Unstetigheit in Form einer Sprumg:-

clrw)

=U0] - $10) = [/l +0) ~ S

(0 — O}
rer T-paisdschen Fariin)
an Sie

Durm gl s Rz 0

)
)= 40). ichweise st wnd bescheirie.

et s [ s

Sotz: (Osmpfurg Nerschistung. Stechung)

Dy e —_ it dan wmteren

Vorausetzanges des Sazes, £(s) = ELS(N] = e~ £16) . Res
&

L Eis Dimplusgstabior ¢ m Ognalbersch Bewikt e Vesschiebeng im
e

L~ ake) = 1400 i

e f10)] = F(e 4 0) i Re

2 Fieasngh

-2

fir Rez a0,

Uestn= [ s 1o
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Vorbemerkung: Wir bezeichnen mit F'(z) = L[f(t)] die Laplace-Transformierte
einer in [0, oo[ stiickweise stetigen Funktion von exponentieller Ordnung +.
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Satz: (Linearitat)
Seien f und g in [0, co| stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung ~.
Dann gilt fur a,b € R

Llaf(t) +bg(t)] = aL[f ()] + bL[g(2)].

18.



Satz: (Transformation der Ableitung und des Integrals)

1. Sei f wie im vorigen Satz. Dann gilt fur Rez > v
L[f(O)] = zL[f )] — f(0).

2. Sei f (k — 1)-mal stetig differenzierbar und f*~1) stiickweise glatt. Seien
f,f', ..., f&=1 von exponentieller Ordnung . Dann gilt fiir Rez > ~

LIfR ()] = 2FL[F@)] — 21 F(0) — - = FF1(0).

3. Sei f wie in 1. Dann gilt fir Rez > v

ol #(r) dr) = LU0
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Beweis:

1. Folgt aus der Definition der Laplace-Transformierten mittels partieller Inte-
gration

L[f'(2)]

/ h e Ztf(t) dt

0

= lim e ftf(H)|EA — / (—2)e*tf(2) dt
0

A—00

— —f0)+z [ e (1) dt = 2L15(8) - £(0).

2. k-maliges Anwenden der obigen partiellen Integration fiihrt zur Aussage.

3. Wende 1. auf die Funktion h(t) = fg f(7) dr an.
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Satz: (Transformation der Ableitung einer unstetigen Funktion) Sei f wieder eine
Funktion von exponentieller Ordnung ~+ mit den weiteren Voraussetzungen des
Satzes, und habe f an der Stelle t = a > 0 eine Unstetigkeit in Form einer Sprung-
stelle. Dann gilt

LIf' )] = 2L[f(t)] = £(0) = [f(a+0) = fa - 0)]e™*.
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Satz: (Dampfung-Verschiebung, Streckung)
Sei f wieder eine Funktion von exponentieller Ordnung ~ mit den weiteren
Voraussetzungen des Satzes, F(z) = L[f(t)] = [, e *f(t) dt, Rez > 7.

—at

1. Ein Dampfungsfaktor e im Originalbereich bewirkt eine Verschiebung im

Bildbereich:

Lle ™ f(t)] = F(z+a) fiir Rez >~ —a.

2. Fiira > 0 gilt
C[f(at)] = %F(Z) fiir Rez > a- .
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Definition: (Faltung)
Seien f und g Funktionen. Das Faltungsprodukt von f und g ist allgemein definiert
als

(f*g)(t / f(t—7)g(r) dr, teR.

Bemerkungen:
e Wir setzen jeweils voraus, dass das uneigentliche Integral existiert.

e Fur f und g Funktionen wie in der Laplace-Transformation gilt
f(t) =g(t) =0 fir t < 0. Daher ist dann

(f = g)(t / f(t—7)g dT/ f(t—7)g
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Satz: (Faltungsregel)

Seien f und g Funktionen von exponentieller Ordnung v mit f(t) = g(t) = 0 fir
t < 0. Sei f stetig und g stuckweise stetig auf R. Dann existiert die Laplace-
Transformierte der Faltung f *x g fur Rez > ~ und es gilt

LIf*9) )] = LIf®)] - Llg(?)]
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Satz: (Laplace-Transformation einer T-periodischen Funktion)

Sei f T-periodisch (d.h. f(t —T) = f(t)), stiickweise stetig und beschrankt.
Dann gilt fur Rez > 0

T
L) = T | € w) du
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Satz: (Laplace-Transformation eines Produktes mit einer Potenzfunktion)
Sei g(t) = (—1)"t" f(t) und f Laplace-transformierbar mit der Laplace-Transformierten
F(z) = L[f(t)]. Dann gilt

Llg(t)] = LI(-1)"t"f(1)] = F™(2).
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Lésung von DGLn mittels
Laplace-Transformation

Idee: Gegeben sei das Anf: tproblem n-ter Ordnung

Y™ 4 anoy® D+t ay =r(t), y(0) =y (0) = =y"D(0) =0,

mit r stiickweise stetiger Funktion von exponentieller Ordnung.

Setze
Y(z)=L[y(t)], und R(z)=L[r(t)].

Die Laplace-Transformation des AWP ergibt nach Rechenregel

R(2)
1 G(z)R(z).

(2" + ano12™ 1+ 4 ag)Y (2)
= Y(2)=("+an 12"+ +a)) ' R(z)

Findet man eine Funktion g(t) mit L[g(t)] = G(t), so folgt
Lly®) = Y(z) = G(2)R(z) = LIgOIL[r(B)] = L[(g * r)(8)]
t
> ) = e = [ ot=r) o

Die Funktion K (t,7) := g(t — 7) heiBt Greensche Funktion. o
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Idee: Gegeben sei das Anfangswertproblem n-ter Ordnung

mit 7 stlickweise stetiger Funktion von exponentieller Ordnung.
Setze
Y(z) =Llyt)], und R(z) = L[r(t)].

Die Laplace-Transformation des AWP ergibt nach Rechenregel

(2" +an_12""1 4+ +a)Y(2) = R(2)
= Y()=(G"+an_ 12" 4+ - +a) 'R(z) = G(2)R(2)
Findet man eine Funktion g(t) mit L[g(t)] = G(t), so folgt
Lly(t)] = Y(2) = G(2)R(z) = LIg(®)]L[r(t)] = L[(g*7)(t)]
= w0 = @O = [ gt-r() dr
0
Die Funktion K (t,7) := g(t — 7) heiBt Greensche Funktion. o
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