Differentialgleichungen |

orn Behrens

Weitere Losungsverfahren fir lineare DGLnN




Erinnerung

Zusammenfassung:
Ist A eine Nullstelle des istis Polynoms der DGL, dann
gilt:

1. Hat X die algebraische Vielfachheit r > 1, dann sind

wx) =, y(z) = 2"
Fundamentallésungen der DGL.
2. Ist A = a+ib komplex und hat die algebraische Vielfachheit » > 1, dann sind

z(x)=eM,. L xn(@) =2""eM und w(z)=

komplexe Fundamentallosungen. Daraus folgt, dass

wle) = e coshr, 1% cogbr

Yesa1(z) = e sinba,.

ylz) ==
w2r(T) = 271 sin b

reelle Fundamentallosungen der homogenen DGL sind.

(Lésung der i DGL n-ter Ordnung)

+nlz)

o Fiir Gleichung 1-ter Ordnung erhalten wir lin. unabhingige Lasungen yi (x). .
der homogenen Gleichung und variieren Cy(z), ..., C,(r).

« Entsprechend muss man die Annahmen treffen
G+ + Ch@w® =0 (k=0,....n-2).
 AuBerdem erhalten wir
Gl +- + O = gla).

® Es ergibt sich also ein lin. Gleichungssystem fur C(z),...,C(x):

n Y2 Un cy 0
" Yoo (&3 0
gy gy (),

Bemerkung: Wronksi-Matrix ist regulir, also losh

o Integration fihre dann zur gesuchten Lésung.




Zusammenfassung:
Ist A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der homogenen DGL, dann
gilt:

1. Hat A die algebraische Vielfachheit » > 1, dann sind

Az r—leAx

yi(z) =e, ... y(z) =2

Fundamentallosungen der DGL.

2. Ist A = a+1b komplex und hat die algebraische Vielfachheit » > 1, dann sind

r=lehe Az we(z) =2 e

zi(x)=e",. ...,z (x) =x und wi(z)=e

komplexe Fundamentallosungen. Daraus folgt, dass

m=160% (o5 b

r—leaw

yi(x) = e*®cosbx,...,yr(x) =1z

yrr1(x) = e*®sinbzx,...,yo-(z) =x sin bx

reelle Fundamentallosungen der homogenen DGL sind.




Verallgemeinerung: (Losung der inhomogenen DGL n-ter Ordnung)

e Fiir Gleichung n-ter Ordnung erhalten wir lin. unabhangige Losungen y; (), . ..

der homogenen Gleichung und variieren Cy(x),...,Cy(x).

e Entsprechend muss man die Annahmen treffen
"2)®) o O () yR) = — _
Ci(x)y; "+ +Cl(x)yy) =0 (k=0,...,n—2).

e AuBerdem erhalten wir

C{(:z)ygn_l) 4+ 4+ C’;L(ac)y,(l”_l) = g(z).

e Es ergibt sich also ein lin. Gleichungssystem fiir C(z),...,C/ (z):

(1 Y2 oo Yn C1 0
Y1 Yo - Yy C} 0
ygn—l) yén—l) o ygn—l) C’II’L g(x)

e Integration fuhrt dann zur gesuchten Losung.

s Yn ()




DGLnN mit einfachen
Inhomogenitéten

o
Bemerkung, Betache o ungedimones Schwingusgiobion

Variation der Konstanten ergibt immer eine partikulire Lésung, ¥ ey Kiiot)
Vereinfachung ist méglich bei bestimmten rechten Seiten! Bo

 Churabaerstisches Paiyncem (¢ = 0): P =
o Nulstalen von PI3) 3 = £a4i

e g g e

(1) = € calant) + Csi

Ansitze: (Tabele fr versc )
S6en Ra(2), S(x). Tu(z). und Qu(z) Polynome m-ten Grades. Fir rechte
Seiten dor Art
Rala), Ralae™, Rulx)sin{fs), Rels)confna)
Boispial. (Resonanafall)
4 € K) wablt man folgende Assitee fir die partiulieen Losungen Falls o = wo, dann 8t A cos(uwt) + Bein{uwt) Losung des homogenen Systems

o Wahie Ansatz: y,(¢) = Ateos(iat) + Bt sinfut)

- uit) = -LL'" {wnt).

o Man spricht vom Resonanzfal, da die Amplitude von v, wie ¢ wichst. Die
Frequenz w der rechten Seite (subere Kraft) stmmt mit der Eigenfrequenz

wy des ungedimpften Systems Uberein,

Definition: (Resonanz)
Wenn die rechte Seite oder ein Summand der rechten Seite der DGL

V™ 4 oy V4 apy = gl)

Fundamentallésung der homogenen zugehérigen DGL ist,
£y man von Resonanz




Bemerkung:
Variation der Konstanten ergibt immer eine partikulare Losung.
Vereinfachung ist moglich bei bestimmten rechten Seiten!

Ansatz:
Sei R,,(x) ein Polynom m-ten Grades, m € N und seien «, 3,7 € R.
Betrachte rechte Seiten der Form

Ry (), Rpn(x)e*®, Rp(z)sin(Bzx), R;,(z)cos(vyz).

Verwende dann fir die partikulare Losung den Ansatz nach Art der rechten Seite.

1




Beispiel: (Resonanzfall)
Betrachte ein ungedampftes Schwingungsproblem

y" + wiy = K sin(wt).

Charakteristisches Polynom (r = 0): P(\) = A\? — wi.

Nullstellen von P(A): Ay 2 = Fwyi.

Allgemeine Losung des homogenen Problems: y;,(t) = C1 cos(wot)+C4 sin(wot).

Ansatz (w # wp): yp(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

K .
= yp(t) = g sin(wt).

Allgemeine Losung des inhomogenen Problems:

K
y(t) = Cy cos(wopt) + Ca sin(wot) + 2 sin(wt).
2 _




Beispiel: (Resonanzfall)
Falls w = wyq, dann ist A cos(wt) + B sin(wt) Losung des homogenen Systems.

e Wahle Ansatz: y,(t) = At cos(wt) + Btsin(wt)

K
= yp(t) = o cos(wot).

e Man spricht vom Resonanzfall, da die Amplitude von y, wie ¢t wachst. Die
Frequenz w der rechten Seite (auBere Kraft) stimmt mit der Eigenfrequenz
wo des ungedampften Systems uberein.

10.



Definition: (Resonanz)
Wenn die rechte Seite oder ein Summand der rechten Seite der DGL

y™ +an, 19" £ agy = g(2)

Fundamentallosung der homogenen zugehorigen DGL ist,
so spricht man von Resonanz.



Ansadtze: (Tabelle fiir verschiedene rechte Seiten)
Seien R,,(z), Sm(x), Trn(z), und @,,(x) Polynome m-ten Grades. Fiir rechte
Seiten der Art

R, (x), Rn(x)e*®, Rp(z)sin(Bz), R;,(x)cos(yz)

(a, B, € R) wahlt man folgende Ansatze fiir die partikularen Losungen:

Ansatze fur partikulare Losungen:

9(z) Ansatz fiir y,(z) Ansatz im Resonanzfall

R,.(z) T () Wenn ein Summand des Ansatzes
R (z)e** T (z)e*® Losung der homogenen Gleichung
R, (z)sin(fBz) T (z) sin(Bz) ist, wird der Ansatz so oft mit

R, (z) cos(Bz) +Qm(z) cos(Bz) z multipliziert,

bis kein Summand mehr Losung
der homogenen Gleichung ist.

Kombination dieser Kombination Obige Regel ist nur auf den Teil
Funktionen der Ansitze des Ansatzes anzuwenden,
der den Resonanzfall enthilt.
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Allgemeine Warnung

Bshachturg. (St o insng)
ter O

ererienangen
« Icrrege inewe DG rtar Qs Rt sgemais Lo do Frm

@ 30 b b e Ot b DGL o it s G
vt v Fndarartaiser).

Beobachtung (Struktur der Gleichung) Beobachtung: (Struktur der Gleichung)
Besrachte die DGL ersier Orechung Wenn
Vasymz vtmy=z
« Ung e on DG (Trmamg o Virblos}: (e} = o gilt. dann auch wenn sie differenziert wird. also
 Partibuire Losung (Varation der Konstanten) wix) =1 Wbyt =1

. ur 3) =¥ + 2
Nlgmcion Liang: ve) h Und y(x) = cc=% + 1 ist auch Lésung dieser DGL 2. Ordnung.

(3]

Warnung: (Struktur der Gleichung)

Bei der Umformung von mathematischen Modellen
(beispielsweise bei DGLn durch differenzieren)
muss die Losung: ge gleich bleiben!

14.



Beobachtung: (Struktur der Losung)

e Homogene lineare DGL n-ter Ordnung hatte genau n linear unabhangige Fun-
damentallosungen.

e Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung hatte allgemeine Losung der Form

y(z) = yn(z) + yp(z)

mit yx(x) Linearkombination der Fundamentallosungen und y,(x) irgendeine
Losung der inhomogenen DGL.

e Bislang betrachtet:
an(2)y"™ + an_1y"V + -+ agy = g(2),

wobei a,(x) = 1 angenommen wurde. Ist a,(z) # 1, aber a,(x) # 0 fir
alle x € D, so kann man 0.B.d.A. durch a,(z) teilen und erhalt die bisherige
Struktur.

e Falls a,(x) = 0, so andert sich die Ordnung der DGL und damit auch die
Struktur (man verliert eine Fundamentallosung).

15.



Beobachtung: (Struktur der Gleichung)
Betrachte die DGL erster Orndung

y +ay =1
z2
e Losung der homogenen DGL (Trennung der Variablen): yp(x) = ce™ =
e Partikulare Losung (Variation der Konstanten): yp(x) = 1.
2

e Allgemeine Losung: y(r) =ce” 27 + 1.



Beobachtung: (Struktur der Gleichung)

Wenn
Yy +xy==x

gilt, dann auch wenn sie differenziert wird, also
' +y+zy = 1.

Und y(z) = ce™ % + 1 ist auch Losung dieser DGL 2. Ordnung.



Warnung: (Struktur der Gleichung)

Bei der Umformung von mathematischen Modellen
(beispielsweise bei DGLn durch differenzieren)
muss die Losungsmenge gleich bleiben!



Erinnerung

Differentialgleichungen |
) DGLn mit einfachen
Allgemeine Warnung Inhomogenitéiten

B6s dor Unformung von. Modelen
(bespietommisa bei DGLa dusch éiferanzieran)
muss die
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