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Satz : ’
Sei A = (a,) eine sonstante - Matrix mit 0 € R, A ein Eigenwert (EW) von
A mit zugehérigem Exgenvekice (EV) v.
Dan it

y=cv
ine Lisung des homagenen DGL-Systems erster Ordawng y' = Ay.

Hat die Matix A die n voneinander verschisdenen EW As..... Ao mit zugehbrigen
EV vV, cann bikden die Losungen

yemervi, i

&n Fundamentaleystem. Durch die Lineaskombintion
y=Faer
=

sind simtliche Lsungen des homogenen DGL-Systems gegeben.
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Satz: (Variation der Konstanten bei Systemen)
Es seien gegeben.

© Y1y, ¥ Fundamentalsystem auf Ja. ¥,
« Die Matrix ¥(z) = [y1 ..y,

« Inhomogenes System v’ = Alir)y + & mit g komponentenweise stetig.

Dann ist

o =V{z) efx}
partikulire Losung des inhomogenen Systems, wobei e(x) = | ¢/(x) di
und ¢'(x) = (¢ (), ()" Lésung des Gles

MORICETY

Matri iallé:
Die Abbildung y(x) = e*Ay(0) ist Lésung des DGL-Systems
y = Ay.
Dabei ist
At
A=) At
k=0




Satz: (Losbarkeit einer linearen DGL n-ter Ordnung)
Seien Funktionen a;(z), i =0,...,n — 1 und g(z) stetig auf |a, b[.

1. Dann gibt es ein auf ]a, b| definiertes Fundamentalsystem y, ..., y, von
Y™ +an_1(z)y" "V + -+ ao(x)y =0
und jede Losung yp,(z) dieser homogenen DGL besitzt die Form
yn(x) = c1y1(z) + -+ + cnyn(2)
mit geeigneten Koeffizienten cy, ..., c,.

2. Je n Losungen der homogenen DGL bilden genau dann ein Fundamentalsys-
tem, wenn W(z) # 0 fiir alle z €]a, b|.

3. Sei yp(z) fiir z €]a, b] eine partikuldre Lésung von
¥ + an1(@)y" D + - + ag(2)y = g(x)
Ist y1,...,yn Fundamentalsystem der homogenen DGL, so sind durch
y(@) = yp(z) + c1yn(@) + - + cyn(z), i €R
alle Losungen der linearen inhomogenen DGL n-ter Ordnung erfasst.

4. Ist £ €]a,b] und ng,...,mn—1 € R, so gibt es genau eine Losung y(z) der
inhomogenen DGL, welche die Anfangsbedingungen

y(&) =m0, ¥'(€) =n1,. .,y V() = nas

erfiillt. Die Losung existiert im gesamten Intervall ]a, b|.




Satz: (Variation der Konstanten bei Systemen)
Es seien gegeben:

® yi,...,yn Fundamentalsystem auf ]a, b],
e Die Matrix Y(x) = [y1..-¥nl,
e Inhomogenes System y’ = A(x)y + g mit g komponentenweise stetig.

Dann ist
yp =Y(z) c(x)

partikuldre Lésung des inhomogenen Systems, wobei ¢(z) = [ ¢/(z) dz
und c¢’(z) = (¢} (z),...,c (x))" Losung des Gleichungssystems

Y(z) -c'(z) =g.



Satz: (Losungen von DGL-Systemen mit konstanten Koeffizienten)
Sei A = (a;;) eine konstante n x n-Matrix mit a;; € R, X ein Eigenwert (EW) von
A mit zugehorigem Eigenvektor (EV) v.

Dann ist

y = e v

eine Losung des homogenen DGL-Systems erster Ordnung y’ = Ay.

Hat die Matrix A die n voneinander verschiedenen EW A1, ..., A, mit zugehorigen
EV vi,...,vy,, dann bilden die Losungen
yi=e'%v;, i=1,...,n

ein Fundamentalsystem. Durch die Linearkombination

n

y = E cieM v,

i=1

sind samtliche Losungen des homogenen DGL-Systems gegeben.



Zusammenfassend: (Matrix-Exponentiallosung)
Die Abbildung y(z) = e®*y(0) ist Losung des DGL-Systems

y = Ay.

Dabei ist

zk

TcA k

et = E —k!A.
k=0



Reduktionsprinzip

Prinzip: (Reduktion der Ordnung einer Differentialgleichung)
Sei u(z) # 0 eine Losung der linearen DGL n-ter Ordnung

Y™+ an 1@y 4+ ao(e)y = 0.

Dann fiihrt der Produkt-Ansatz y(x) = v(z)u(z) auf eine homogene lineare Differ-
entialgleichung der Ordnung n — 1 fiir w := v":

w™D 4+ b,y (@)w™ D - 4 by (2)w = 0.

Ist wy,...,w,—; ein Fundamentalsystem der DGL n — 1-ter Ordnung und sind
V1y...,Up—1 Stammfunktionen von wy,...,w,_1, so bilden

U, UV, .. .y U1

ein Fundamentalsystem der DGL n-ter Ordnung.




Prinzip: (Reduktion der Ordnung einer Differentialgleichung)
Sei u(x) # 0 eine Losung der linearen DGL n-ter Ordnung

y(n) + an—l(x)y(n_l) + .4 ao(aj)y = 0.

Dann fiihrt der Produkt-Ansatz y(x) = v(x)u(x) auf eine homogene lineare Differ-
entialgleichung der Ordnung n — 1 fiir w := v’:

w(n—l) + bn_l(x)w(n—Q) + .. 4 bl (w)w = 0.

Ist wq,...,w,_1 ein Fundamentalsystem der DGL n — 1-ter Ordnung und sind
Vi,...,Up—1 Stammfunktionen von wq,...,w,_1, so bilden
u,uvy,y...,UVp—-1

ein Fundamentalsystem der DGL n-ter Ordnung.



Lineare DGLn n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten

¥ +an-ay™V 4

1. Dann &t

++ gy = g(z).

eine fineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizenten

Beabachtung

« Betrachte homogene DGL r-ter Ordnung,

o Ansatz
lx) =

o Espit Y = Lo = MM und y = £ 0 fir s e R
nau dann Lasung (g = 0), wenn A Nullstele ist von

PO) =2 e A 4,

© Daher ist y = ¢

Lsungsansatz:
Untersuchung des Nullstellenverhaltens von P(A) ergibt folgende Falle:
1. P(3) besitzt n verschiedene reslle Nullstellen X, ),
2. P() besitzt eine komplexe Nulstelle Ay

3. P()) besitzt eine (reelle oder komplexe) r-fache Nullstelle A, (r

Zusammentassng.
It X cine Ndhzele das eharaktistschen Polyner der homagenen DGL. dane
o

1. Hat A de agetrasche Viefichbit 1 > 1. dann sind

Ble) = ) =

Fendamermalisungen d DGL

Vomplens Fundamastatisusgen. Daravs fot, dass
BiE) = omba, ) = e conbr
Baln) = anbe, g (a) = e b

e Fangamentallimngen der bomogenes OGL 50

= b komples und hat die algeteaiche Viefachbest 7 1, dam sd
win) =

22)

10.



Definition: (Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizien-

ten)
Seienap € R, k=0,...,n—1. Dann ist

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkungen:

e Bei den linearen DGLn bzw. DGL Systemen mit konstanten Koeffizienten
existiert eine konstruktive Losungstheorie!

e Definiere den linearen Differentialausdruck (oder -operator)
Ly == y™ + an_1y" D + - + aoy,
dann lasst sich die Gleichung in der Definition abkiirzen zu L[y| = g().

e Bezeichne (bei Eindeutigkeit) die Gleichungen als homogene DGL n-ter Ord-
nung, bzw. inhomogene DGL n-ter Ordnung.

12.



Beobachtung:
e Betrachte homogene DGL n-ter Ordnung.

e Ansatz:
y(zr) =e

o Esgilt: y*) = (ﬁc—kkem = M\er und y = e £ 0 fiir x € R.
e Daher ist y = e*® genau dann Losung (g = 0), wenn X Nullstelle ist von
PA) = A"+ ap 1 A" 4 -+ ap.
Definition: (Charakteristisches Polynom)
Das soeben definierte Polynom P(\) heiBt charakteristisches Polynom der homoge-

nen Differentialgleichung L[y] = 0.
Die Nullstellengleichung P(\) = 0 heiBt zugehorige charakteristische Gleichung.

14.



Losungsansatz:
Untersuchung des Nullstellenverhaltens von P(\) ergibt folgende Falle:

1. P()) besitzt n verschiedene reelle Nullstellen A1, ..., A,.
2. P()) besitzt eine komplexe Nullstelle \.

3. P()) besitzt eine (reelle oder komplexe) r-fache Nullstelle A\; (r > 2).



Zusammenfassung:
Ist A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der homogenen DGL, dann
gilt:

1. Hat A die algebraische Vielfachheit » > 1, dann sind

Az r—leAx

yi(z) =e, ... y(z) =2

Fundamentallosungen der DGL.

2. Ist A = a+1b komplex und hat die algebraische Vielfachheit » > 1, dann sind

r=lehe Az we(z) =2 e

zi(x)=e",. ...,z (x) =x und wi(z)=e

komplexe Fundamentallosungen. Daraus folgt, dass

m=160% (o5 b

r—leaw

yi(x) = e*®cosbx,...,yr(x) =1z

yrr1(x) = e*®sinbzx,...,yo-(z) =x sin bx

reelle Fundamentallosungen der homogenen DGL sind.

16.



Bemerkungen:

e Man findet, dass stets n linear unabhangige Losungen yi(z) (k =1,...,n)
existieren.

e Diese Losungen bilden ein Fundamentalsystem (Nachweis iiber W (x) # 0 fur

2,

Losungen der Form yi(z) = ce?*?)

17.



Inhomogene DGL n-ter Ordnung

Vorbemerkungen:
« Betrachte beispieihaft

V' +a(z)y + Wz = alx).

o Saien y,(x) und ya(z) lin. unabhangige Lésungen der homogenen Gleichung
(dh. glx) = 0).
o Also gilt

) wiel 2o

¥ilz) i)
« Die Lasungen der homogenen Gleichung lauten dann

¥(z) = Cunle) + Cavn(a). e

(Lésung der
Betrachte die inhomogene DGL 2. Ordnung

W= e

Bemerkung:

Veraligomeinarumg; (Lsung der hcmaganen DGL r-ter Ordnumg)

_fm

der homogenen Gleichung und varieren Cs(x).....,C(2).
o Entsprechend muss man die Annzhmen treffen

G+ + O =0 (k=0,

o Auberdem ermalten wir

Cilen" ™ 4o b CLla " = gla).

 Es rgibt sich alo ein . Gleichungssystem fie €1 (],

woom
[ -
SN Y L g,

o Integration it dann 2ur gesuchten Losung.

Bemerkung

1),

LCale)

0
a]
),

DGL 2. Ordnung)

V' alaly’ + By = o).

Dann lisst sich die allgemeine Lésung angeben als

(x)g(x)

Wiz)

arfwte)+ or + [ A de] e,

eine Losung gesucht
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Vorbemerkungen:

e Betrachte beispielhaft
y' +a(z)y +b(z)y = g(2).

e Seien y1(x) und ys(x) lin. unabhangige Losungen der homogenen Gleichung
(d.h. g(x) =0).

e Also gilt
yi(z) ya2(x)

v )|

e Die Losungen der homogenen Gleichung lauten dann

y(z) = Cry1(z) + Caya(z). e

19.



Zusammenfassung: (Losung der inhomogenen DGL 2. Ordnung)
Betrachte die inhomogene DGL 2. Ordnung

y" +a(x)y’ + b(x)y = g(x).

Dann lasst sich die allgemeine Losung angeben als

y(z) = {cl _ / y2‘(;)(i()x)da:] yi(z) + [cg+ / yl&f.)(i()x)dx] ya ().

20.



Verallgemeinerung: (Losung der inhomogenen DGL n-ter Ordnung)

e Fiir Gleichung n-ter Ordnung erhalten wir lin. unabhangige Losungen y; (), . ..

der homogenen Gleichung und variieren Cy(x),...,Cy(x).

e Entsprechend muss man die Annahmen treffen
"2)®) o O () yR) = — _
Ci(x)y; "+ +Cl(x)yy) =0 (k=0,...,n—2).

e AuBerdem erhalten wir

C{(:z)ygn_l) 4+ 4+ C’;L(ac)y,(l”_l) = g(z).

e Es ergibt sich also ein lin. Gleichungssystem fiir C(z),...,C/ (z):

(1 Y2 oo Yn C1 0
Y1 Yo - Yy C} 0
ygn—l) yén—l) o ygn—l) C’II’L g(x)

e Integration fuhrt dann zur gesuchten Losung.

s Yn ()

21.



Reduktionsprinzip

Lineare DGLn n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten
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Wo wir jetzt stehen

Inhomogene DGL n-ter Ordnung
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