Differentialgleichungen |

orn Behrens

Lineare DGL Systeme — Matrix-Exponentialldsung
Lineare DGL n-ter Ordnung




Erinnerung:
Lineares DGL-Sytem 1. Ordnung

Definition: Diferemtilgleichungsystem 1. Ordnung)
Unter einem linearen ifferentialgleschungssystem 1. Ordoung versteht man ene
Glichung
V()= Aly(e) 48, Alx) = fag(2)iser,n
wobei die o, () Funktionen sind. und y und & Spaltenvektoren
von 11 Komponenten, die von # bhingen
st & = 0, 50 heit das Differentisigkichungssystem homogen.
andernfalls inhomogen

Satz: (Hauptvektorlgsungen) Sei A ein Eigenwert der 7 x n-Matrix A mit der alge-
R g b s

braischen Vielf und Vi, .., Vo linear
Gleichungssystems
(A-AE)fv=0.
Dann sind
o1,
n=e*Y S(A-AEYv, (k=1,...,0)
=7

finear unabhangige Losungen des DGL-Sytems erster Ordnung y' = Ay.

Satz. (Losbarkeit linearer DGL-Systeme 1. Ordny
Die Elemente a;;(x) der Matrix A(x) und die Komponenten von g seien stetig im
Intervall Ja,b|. Sei weiter g €)a, b] und ¥o = (o1, ... 2wm) " beliebig vorgegeben
Dann hat das Anfangswertproblem

¥'=Alx)y +8. y(=) =yo.

genau eine Lasung auf ganz |a. 4.

Satz: (Lssungen homogener linearer DGL-Systeme 1. Ordnung)
Sind die Elemente a;; () der Matrix A(z) stetig im Intervall Ja, 5[, dann besitzt das
inhomogene System

¥ = Alxly
auf |a. b| genau n linear unabhangige Lasungen

Sa}z: {(Wronski-Test)

¥i,..-.¥a LOsungen des Systems y' = A(z)y auf Ja, b

Falls ags(x) stetig in |a, b, dann gilt
1. W(z) = 0 oder W(z) # 0 fiir alle z €]a.b].

2. Die Lésungen yi,....y, bilden ein Fundamentalsystem auf |a. b]

genau dann, wenn I (z)

Satz: (Losungen von DGL-Systemen mit osstanten Koefizenten)
SaA=

A= (ay] x
A mit zugahirigem Eigenvektor (EV) v.
Dann ist

n-Matrix mit o € R,

Ay

¥
eine Lisung des homogenen DGL-Systems enster Ordnung y' = Ay.
Hat die Matrix A die 1 vonemander verschiedencn EW .., A, mit zugehérigen

(V. dinn bilden die Losunges
y=tv, i=ln

ein Fundamantalsystem. Durch die Linearkombination

7= S




Definition: (Lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung)
Unter einem linearen Differentialgleichungssystem 1. Ordnung versteht man eine
Gleichung

y' () = A(z)y(z) +8, A(x) = [ai(2)]ij=1,.n

wobei die a;;(z) Funktionen sind, und y und g Spaltenvektoren
von n Komponenten, die von x abhangen.

Ist g = 0, so heilt das Differentialgleichungssystem homogen,
andernfalls inhomogen.

Bemerkungen:

e Differentialgleichungen k-ter Ordnung lassen sich zu Systemen von k Gle-
ichungen 1. Ordnung reduzieren!
ldee: 1 =y, o =/, z3 =", etc.

e |st n = 1, so handelt es sich um eine lineare DGL.




Satz: (Losbarkeit linearer DGL-Systeme 1. Ordnung)

Die Elemente a;;(x) der Matrix A(z) und die Komponenten von g seien stetig im
Intervall |a, b[. Sei weiter xo €]a,b[ und yo = (yo1,-..,%on)  beliebig vorgegeben.
Dann hat das Anfangswertproblem

y'=A(@)y+8g, y(@o)= Yo
genau eine Losung auf ganz |a, b|.

Satz: (Losungen homogener linearer DGL-Systeme 1. Ordnung)
Sind die Elemente a;;(z) der Matrix A(z) stetig im Intervall ]a, b[, dann besitzt das

inhomogene System
y' = A(z)y

auf |a, b| genau n linear unabhangige Losungen.



Satz: (Wronski-Test)
Seien y1,...,yn Losungen des Systems y’ = A(x)y auf |a, b]|.
Falls a;;(z) stetig in |a, b[, dann gilt

1. W(x) =0 oder W(x) # 0 fir alle x €]a, b|.

2. Die Losungen y1q,...,y, bilden ein Fundamentalsystem auf |a, b]
genau dann, wenn W (z) # 0.



Satz: (Losungen von DGL-Systemen mit konstanten Koeffizienten)
Sei A = (a;;) eine konstante n x n-Matrix mit a;; € R, X ein Eigenwert (EW) von
A mit zugehorigem Eigenvektor (EV) v.

Dann ist

y = e v

eine Losung des homogenen DGL-Systems erster Ordnung y’ = Ay.

Hat die Matrix A die n voneinander verschiedenen EW A1, ..., A, mit zugehorigen
EV vi,...,vy,, dann bilden die Losungen
yi=e'%v;, i=1,...,n

ein Fundamentalsystem. Durch die Linearkombination

n

y = E cieM v,

i=1

sind samtliche Losungen des homogenen DGL-Systems gegeben.



Satz: (Hauptvektorlosungen) Sei A ein Eigenwert der n x n-Matrix A mit der alge-

braischen Vielfachheit o und v, ..., v, linear unabhangigen Losungen des linearen
Gleichungssystems

(A—AE)°v =0.

Dann sind

linear unabhangige Losungen des DGL-Sytems erster Ordnung y’ = Ay.



Matrix-Exponentiall6sung

Vorbemerkung: (Exponential-Lésung)
e Fiir lineare DGL 3’ = ay gibt es die Losung y(z) = e*y(0).
o Ziel: Ubertragung dieses Ergebnisses auf System
y' = Ay.

o Verwende dazu die Matrix-Exponentialfunktion

o

1 .

ef = IFBA'
k=0""

o ¢B ist eine (n x n)-Matrix, wenn B eine solche ist.
e Die Reihe konvergiert!

Zusammenfassend: (Matrix-Exponentialldsung)
Die Abbildung y(z) = e*4y(0) ist Losung des DGL-Systems

y' = Ay.

Dabei ist
TA - zk k
et = Z EA .
k=0

©

10.



Vorbemerkung: (Exponential-Losung)
e Fiir lineare DGL ¢/ = ay gibt es die Losung y(x) = e**y(0).

e Ziel: Ubertragung dieses Ergebnisses auf System
y' = Ay.
e Verwende dazu die Matrix-Exponentialfunktion

.1
=2 Bt

k=0

e P ist eine (n x n)-Matrix, wenn B eine solche ist.
e Die Reihe konvergiert!

11.



Zusammenfassend: (Matrix-Exponentiallosung)
Die Abbildung y(z) = e*“y(0) ist Losung des DGL-Systems

y' = Ay.

Dabei ist

e™4 = = AF.

k!
k=0



Inhomogene
DGL-Systeme 1. Ordnung

Sate (Lisungsstrubeur den insomagunen Spstara)
Es sien gogeben

« Inhomogenes Ineares System: ¥’ = Alz)y + &
* Homaganes lneares Syviem: ' = Alz)y
o Fundaménalaysion des homogen:n SyZems: ... ¥
 Laming des homegenen Systems: ¥y = 1y +-+- 4 cu¥e
 Irgmdeine Lesung dos ihomcgrmen Sytems: 3,

Dasn hat jede Lésung des nhamagenen lincaren System die Form

YR ey b aYa =yt Ye
i Kenstanten ..o € RIC

Satz: (Variation der Konstanten bei Systemen)
Es seien gegeben:

® Yi,...,¥n Fundamentalsystem auf |a,b[,
© Die Matrix Y(z) = [y1...yu),
o Inhomogenes System y’ = A(x)y + g mit g komponentenweise stetig.
Dann ist
yp =Y(z)-c(z)
partikulare Losung des inhomogenen Systems, wobei c(x) = [ ¢'(x) dx
und ¢/(z) = (¢4(),...,¢,(x))" Losung des Gleichungssystems

Y(2)-c/(x) = g 9

13.



Vorbemerkung: Losung erfolgt in zwei Schritten:
1. Losung des homogenen Systems

2. Bestimmung einer speziellen (partikularen) Losung

14.



Satz: (Losungsstruktur des inhomogenen Systems)
Es seien gegeben:

e Inhomogenes lineares System: y' = A(z)y + g

e Homogenes lineares System: y’ = A(z)y

e Fundamentalsystem des homogenen Systems: y1,...,¥yn,
e Losung des homogenen Systems: y, = c1y1 + -+ cu¥n
e Irgendeine Losung des inhomogenen Systems: Yy,

Dann hat jede Losung des inhomogenen linearen System die Form

Y=YpTCiy1+ -+ Ch¥Yn=Yp T+ Y¥Yn

mit Konstanten cy,...,c, € R|C.



Satz: (Variation der Konstanten bei Systemen)
Es seien gegeben:

® yi,...,yn Fundamentalsystem auf ]a, b],
e Die Matrix Y(x) = [y1..-¥nl,
e Inhomogenes System y’ = A(x)y + g mit g komponentenweise stetig.

Dann ist
yp =Y(z) c(x)

partikuldre Lésung des inhomogenen Systems, wobei ¢(z) = [ ¢/(z) dz
und c¢’(z) = (¢} (z),...,c (x))" Losung des Gleichungssystems

Y(z) -c'(z) =g.



Lineare DGL

n-ter

Definition: (Lineare DGL n-ter Ordnung)
Eine linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung st gegeben durch

K 4ty (2" 4+ ag(x)y = (2

mit ag(x), 1(2), g(x) definiert auf Ja, b].

b L o S g DG, 10 O oot
et € Ko 4 g e Lo )
s D e 4 rbted et
= VO = O
[T TR S

Definition: (Viroesi Deerminante von n Lisurgen sines inearen DGL -t O

rurg)
Seen 311,50 30f [0, belebige Losungen der homogenes DGL e Ordning.
Dane hett

nom o
S L e

e Vi Deserminante deser n Lomusgen.
Bomer

Ordnung

umg (Lisaare DGL n-ter Ordnung - System arster Ordnung)
Fihre die Funktionen

=y =y =

in und ehalte folgendes System erster Ordnung mit n Gleichungen:

Bemerkung: (Losbarkeit)
Betrachte den homogenen Fall- 4(x) = 0. Dann st y(z) Lésung der linearen DGL
"

n-ter Ordnung. wens
() ¥(z)
nlx) Vi)
o=
) =)

Lsung des homogenen Systems v’ = A(z)y ist. Falls Anfangsbedingungen
O = e Y1) = ootV = e
fiir die Glexchung n-ter Ordnung gegeben sind, 50 ergeben
YO = (mme i)

e Anfangsbedingungen des Systems.

Definition: (Fundamentalsystem einer linearen DGL) Seien
Y a0f Ju, b definierte Lisungen der homogenen DGL n-ter Ordnung,
Lan € B Koefzienten, und

o

 es gete: falls fir ale = o, fir die
aupn(2) + 0am() + -+ Guta2) =0
gilt, folgt ay = 03 = -+ =0y =0,

Dann bt yy,..., yo Fundamentalsystem der homogenen DGL n-ter Ordnung,

17.



Definition: (Lineare DGL n-ter Ordnung)
Eine linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung ist gegeben durch

y(n) + an—l(x)y(n_l) + ...+ ao(af;)y — g(x)’

mit ag(x),...,a,—1(x), g(x) definiert auf |a, b].

18.



Bemerkung: (Lineare DGL n-ter Ordnung — System erster Ordnung)
Fuhre die Funktionen

Y=Y, Yo=Yy yp =y" Y

ein und erhalte folgendes System erster Ordnung mit n Gleichungen:

yi = Y2
Yo = Y3
Yn1 = Un
yn = —ao(2)y1 — aa(z)y2 — -+ — an—1(x)yn + g(z).

19.



Bemerkung: Mit

( 0 1 0
0 0 1

A(x) = :
0 0 0

\—ao () —a1(x) —asz(x)

entspricht die lineare DGL n-ter Ordnung also dem System

1

—an_l(m)}

y' = Az)y + g().

0

\g(ow) /

undy =

/g;\

Yn—1

\ i/

20.



Bemerkung: (Losbarkeit)
Betrachte den homogenen Fall: g(z) = 0. Dann ist y(x) Losung der linearen DGL
n-ter Ordnung, wenn

| [ Vo
y(z) = yz.ﬂﬁ _ Y .iL‘
Yn (@) y" V()

Losung des homogenen Systems y’ = A(x)y ist. Falls Anfangsbedingungen
y(€) =m0, ¥(€) =n1,...,y" (&) = nns
fur die Gleichung n-ter Ordnung gegeben sind, so ergeben

y(é-) — (7707 .- 7777’1,—1)—'_

die Anfangsbedingungen des Systems.



Definition: (Fundamentalsystem einer linearen DGL) Seien
® yi,...,Yn auf a,b| definierte Losungen der homogenen DGL n-ter Ordnung,
® a1,...,a, € R Koeffizienten, und

e es gelte: falls fiir alle x €]a, b| fir die
a1y1(z) + asya(z) + -+ + anyn(x) =0

gilt, folgt o1 = o =--- =a,, = 0.

Dann heiBt y1,...,y, Fundamentalsystem der homogenen DGL n-ter Ordnung.

22.



Bemerkung: Differentiation (fir £ =1,2,...,n — 1) der Gleichung

a1y1(z) + aya(x) + -+ + apyn(z) =0

fuhrt auf das lineare Gleichungssystem

( U1 Y2 .- Un \ a1\
y1 Y Yn %
_ " |=o.
\y(n oD ) an)

Dieses Gleichungssystem besitzt genau dann nur die triviale Losung, wenn die De-
terminante der Koeffizientenmatrix nicht verschwindet.

23.



Definition: (Wronski-Determinante von n Losungen einer linearen DGL n-ter Ord-
nung)

Seien y1,...,y, auf ]a, b beliebige Losungen der homogenen DGL n-ter Ordnung.
Dann heiBt

U1 Y2 cer Yn \

Y1 Yo Yn

W(x) := det : :
\yﬁn_l) y" yﬁ"_l)}

die Wronski-Determinante dieser n Losungen.

24,



Satz: (Losbarkeit einer linearen DGL n-ter Ordnung)
Seien Funktionen a;(z), i =0,...,n — 1 und g(z) stetig auf |a, b|.

1. Dann gibt es ein auf ]a, b[ definiertes Fundamentalsystem v, ..., y, von
Y™+ an_1(z)y" "V + -+ ag(x)y =0
und jede Losung yp,(z) dieser homogenen DGL besitzt die Form
yn(x) = 1y (z) + -+ + cnyn(2)
mit geeigneten Koeffizienten cy,...,c,.

2. Je n Losungen der homogenen DGL bilden genau dann ein Fundamentalsys-
tem, wenn W (z) # 0 fiir alle z €]a, b].

3. Sei yp(z) fiir z €]a, b] eine partikuldre Lésung von
Y™ + an1(2)y ™Y + -+ ag(2)y = g(2)
Ist y1,...,yn Fundamentalsystem der homogenen DGL, so sind durch
y(@) = yp(x) + c1yn (@) + -+ + cnyn(z), i €R
alle Lésungen der linearen inhomogenen DGL n-ter Ordnung erfasst.

4. Ist € €]a,b[ und ng,...,mn—1 € R, so gibt es genau eine Losung y(z) der
inhomogenen DGL, welche die Anfangsbedingungen

y(€) =m0, ¥(€) =1y, ¥ V() = N1

erfiillt. Die Losung existiert im gesamten Intervall |a, b[.

25.
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