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Losung von DGLn durchTransformation
Systeme 1. Ordnung




Erinnerung:
Trennung der Variablen
Variation der Konstanten

Wsumgsidee 2. (Variaton der Kosstanter)
Lasungsschema: Fir e algoneine Lisung der Nomogeran lvaren DG 54 s}y = 0 vatiws C,
Sei eine DGL gegeben in der Form d =)

«
Mw)"
Jy—
und seien g(x) und h(y) fir (2,5) € Dy stetig. hiy) # 0, Glx), H(y) wie cben T — el 4 o) m gl

1. Schribe die DGL in der Form h(y)y/ = (x) baw. h(y)dy = g(z)dr « Unformen und Imegreren
2. Integriere linke Site nach y und rechte Seite nach . ClrTD gty - ClE) el
3. Falls mégich, se analytisch nach y auf. - cw= [ e, ozmcier

Hig) = Glx) +C. o Nerendirg des Arses
Falls icht maglich, liegt die Lasung y() in implaiter Form vor

4. Fisr C = Cy == H(yw) — Glzs) ergibt sich die Losung des AWP yxy) = 1o,




Losungsschema:
Sei eine DGL gegeben in der Form

und seien g(z) und h(y) fir (x,y) € Dy stetig, h(y) # 0, G(x), H(y) wie oben.
1. Schreibe die DGL in der Form h(y)y’ = g(x) bzw. h(y)dy = g(x)dz.
2. Integriere linke Seite nach y und rechte Seite nach z.
3. Falls moglich, Iose analytisch nach y auf:
H(y) =G(z)+C.
Falls nicht moglich, liegt die Losung y(x) in impliziter Form vor.

4. Fir C = Cy := H(yo) — G(x) ergibt sich die Losung des AWP y(xg) = yo.




Losungsidee 2: (Variation der Konstanten)
Fiir die allgemeine Losung der homogenen linearen DGL v’ + p(x)y = 0 variiere C,
d.h. betrachte C' = C(x).

e Ansatz:
y(z) = C(z)e P@),

e Einsetzen:

C'(2)e™ @ — Cz)p(z)e™ " +p(x)C(x)e ") = g(2).

e Umformen und Integrieren:
C'(@)e @ =q(x) =  C'(z)=q()e"™
= C(z) :/ q(t)ep(t) dt +C, C7 = konst.,C; € R.
T

0

e Verwendung des Ansatzes:

y(z) = e P@ (C’l +/ q(t)ef’® dt)

0

Cre P@ 4 e_P(x)/ q(t)ep(t) dt

Zo

= Yhom(Z) + Yinn(T).




Transformation

Betrachte
Vorbemerkung Sei nun die DGL 2. Ordnung gegeben, wobei  nicht explait auftaucht
« Ziel: Losung verschiedener DGLn erster und zweiter Ordnung
« Typ: Betrachte DGL von der Form

Flay.o)=0

Flyoy") =0

Betrachte:
DGL der Form 3 = 6(£), mit z # 0 und ¢ stetig.

Betrachte:
Differentialgleichung der Form ' = g{ar + by + ¢}, b # 0. Sei ¢ stetig.
Losungsidee:
o Substitution: mit = = ax + by + ¢ und <’ = a+ by ergibt sich:
y=""2 gy

und damit
? = a+bo(2).

« Trennung der Variablen: Als Lsung erhalt man

#;;m:a, - /m=/¢z+c:x+c




Vorbemerkung:
e Ziel: Losung verschiedener DGLn erster und zweiter Ordnung
e Typ: Betrachte DGL von der Form
F(z,y',y") =0
Idee:

e Substitution: mit v := 3/ ergibt sich DGL 1. Ordnung:

F(z,v,v") =0

e Integration: Falls v = U(x, C) allgemeine Losung der DGL 1. Ordnung ist,
so ist

y(z) = /\IJ(:U, C)de+Cp, C,Ci€R

allgemeine Losung der DGL 2. Ordnung. o




Betrachte:
Sei nun die DGL 2. Ordnung gegeben, wobei x nicht explizit auftaucht:

F(y,y',y") =0
Losungsidee:
e Substitution: mit v(y) := 3’ ergibt sich durch die Kettenregel:

d dv dy
n_ % _evesd
¥y = dwv(y) dy dx v (y)y

Also erhalt man eine DGL 1. Ordnung fiir v: F(y,v,v'v) = 0.

e Integration: Falls v = ¥(z, C) allgemeine Losung der DGL 1. Ordnung ist,
so ist mit v(y) = ¢/

y' =¥(y,C)
eine DGL mit trennbaren Veranderlichen fur y gegeben, mit allgemeiner im-
pliziter Losung
——=x+C;, C,C;eR.
/yo v((,0) 1 1 2
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Betrachte:
DGL der Form y' = ¢(Z), mit z # 0 und ¢ stetig.

Losungsidee:
e Substitution: mit u = Z ergibt sich:
y=xzu = Yy =u-+azu = ¢(u)

und damit

zu' = ¢p(u) —u = u =

e Trennung der Variablen: Als Losung erhalt man

du dx du
=7 7 e @

12.



Betrachte:
Differentialgleichung der Form 3y’ = ¢(ax + by + ¢), b # 0. Sei ¢ stetig.

Losungsidee:
e Substitution: mit 2 = ax + by + c und 2’ = a + by’ ergibt sich:

/

y'=—— =9

und damit
2 =a+bp(z).

e Trennung der Variablen: Als Losung erhalt man

dz dz
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Eulersche DGL

Definition:
Differentialgleichung der Form

&
3 aaiyia) = fla),
=0

mita; € R (j =0,...,k) konstant, a;. # 0, z > 0,
heiBen Eulersche Differentialgleichungen k-ter Ordnung,

Losungsansatz:
Der Ansatz y(x) = =" fiir die homogene Gleichung, d.h. f(x) = 0, ergibt:

3
N1 fr—j+1)=0.
=1

Erhalte Gleichung, deren Losung Nullstellen eines Polynoms in r vom Grad k sind.

Berechnung fiir den Fall k - 2:
o Eulersche DGL (homogen): aoy + ary’ + azr?y” = 0.
« Substitution ergibt; g + ayr + ayr{r ~ 1) = 0, quadratisches Polynom.

o Differenzieren bestitigt: y = 2" ist Lésung der homogenen Euler DGL, falls
 Nullstelle des Polynoms.

© Sind ry # ry reelle Nullstellen des Polynoms, 50 sind y; = 71 und y = £
Losungen der DGL.

® Sind ry, 3 € C komplexe Nullstellen, o ist mit ry = a + ib auch r; = 71 =
a— ib Nullstelle.

» Komplexe Lasung fiir y = 2"

b = e _ (ot nr _ alns s — 1ofon(blnz) + sin(bln )
o Fiir komplexe Lasungen des Nullstellenproblems erhalt man daher
n(z) = 2" cos(blnz) und ya(x) = 2° sin(bInz)
awei Losung der homogenen Eulerschen DGL.
o Allgemeine Lsung: wegen der Linearitit ist die aligemeine Losung

4l(z) = ez cos{blnz) + e sin(blnz). (4]
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Definition:
Differentialgleichung der Form

k
>4ty (z) = f(x),
j=0

mita; € R (j =0,...,k) konstant, a; # 0, z > 0,
heiBen Eulersche Differentialgleichungen k-ter Ordnung.
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Losungsansatz:
Der Ansatz y(x) = =" fiir die homogene Gleichung, d.h. f(z) =0, ergibt:

k
Zajr(r—l)---(r—jJrl):O.

7=0

Erhalte Gleichung, deren Losung Nullstellen eines Polynoms in » vom Grad k sind.



Berechnung fiir den Fall £ = 2:

Eulersche DGL (homogen): agy + a1zy’ + axz?y” = 0.
Substitution ergibt: ag + a1r + axr(r — 1) = 0, quadratisches Polynom.

Differenzieren bestatigt: y = x” ist Losung der homogenen Euler DGL, falls
r Nullstelle des Polynoms.

Sind 71 # 7o reelle Nullstellen des Polynoms, so sind y; = 2™ und ys = 2"
Losungen der DGL.

Sind 71,75 € C komplexe Nullstellen, so ist mit r; = a + ib auch ro = 7, =
a — ib Nullstelle.

Komplexe Losung fur y = x":

gotib = (me®™ _ latib)ine _ alnzoiblnz _ gafoos(hlnx) + isin(blnz)]

Fur komplexe Losungen des Nullstellenproblems erhalt man daher
y1(z) =x%cos(blnz) und y2(x) = z?sin(blnz)
zwei Losung der homogenen Eulerschen DGL.

Allgemeine Losung: wegen der Linearitat ist die allgemeine Losung

y(x) = c12% cos(blnz) + coz® sin(bln x). o
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Transformation
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Erinnerung:
Trennung der Variablen
Variation der Konstanten

Eulersche DGL
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