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Trennung der Variablen
Variation der Konstanten




Erinnerung

Definition (Gewshnliche Differentialgleichung)
Eine gewohnliche Differentialgleichung n-tes Ordnung (DGL n-ter Ordnung) fie eine
Funktion y = y(z) ist eine Gleichung zwischen , y und den Ableitungen von y bis
einschiieBlich n-ter Ordnung:
Flzy oy, ,y™) = 0. (implizite Form)

Liegt die Gleichung aufgelast nach der hochsten Ableitung von y vor, 50 erhalt man
die Form:

o™ = flrund oY) (explisite Form).

Bezeichne eine Funktion y, welche die DGL erfullt als Losung oder Integral der DGL.
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DGL 1. Ordnung:

Definition (Anfangs- und Randwerte)
Bedingungen an die Losung einer DGL., die fiir genau einen Wert der unabhingigen
Variablen ind, heifen andernfalls

die

Ein Anfangswertproblem ist gegeben, wenn die Lasung einer DGL gesucht
gegebenen Anfangsbedingungen geniigt.

Entsprechend ist cin Randwertproblem gegeben, wenn die Losung der DGL Randw-
erten geniigen soll

 Sei die DGL 1. Ordnung in expliziter Form gegeben: 3’ = f(,y)

© Die Paare z,y € Dy liegen im Definitionsbereich von f




Definition (Gewohnliche Differentialgleichung):

Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung (DGL n-ter Ordnung) fiir eine
Funktion y = y(z) ist eine Gleichung zwischen x,y und den Ableitungen von y bis
einschlieBlich n-ter Ordnung:

F(z,y,y,y",...,y™)=0. (implizite Form)

Liegt die Gleichung aufgelost nach der hochsten Ableitung von y vor, so erhalt man

die Form:
Y™ = fz,y,y,y", ...,y D) (explizite Form).

Bezeichne eine Funktion y, welche die DGL erfillt als Losung oder Integral der DGL.
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Definition (Anfangs- und Randwerte):
Bedingungen an die Losung einer DGL, die fiir genau einen Wert der unabhangigen
L Variablen gegeben sind, heiBen Anfangsbedingungen, andernfalls Randbedingungen.

Ein Anfangswertproblem ist gegeben, wenn die Losung einer DGL gesucht ist, die
gegebenen Anfangsbedingungen gentigt.
) Entsprechend ist ein Randwertproblem gegeben, wenn die Losung der DGL Randw-

erten gentgen soll.




DGL 1. Ordnung:

e Sei die DGL 1. Ordnung in expliziter Form gegeben: v = f(z,y).

e Die Paare z,y € Dy liegen im Definitionsbereich von f




DGL 1. Ordnung mit
trennbaren Variablen

ldee
Sei cine DGL gegeben in der Form

_olz)
Y= hoy

=0 heist sie Differentialgleichung mit trennbaren Variablen.
Seien glix) und h(y) fir (z.y) € D stetig und hly) # 0.

« Es existiert nach Existenzsatz mindestens cine Losung

« Seien . N
cm-/ alt)dt, nd mw-/ hie) dt

A 3

Stammfunktionen zu ¢ und h, sowie H~' Umkehrfunktion von H (dh
HH(Y) = v)

 Schreibe die DGL in der Form h(y)y’ = g(x) %0 ergibt Integration die Losung
fer DGL
Hy(z)) = Glx) + €

o Anwendung der Umhehrfunktion ergibt

wlz) = H'[Hy(z))] = H[G(x) + C]. o

et
Beone

o Beatne conp 7 0 stery (k4 e (66 2)

Losungsschema:
Sei eine DGL gegeben in der Form

_ gl
h(y)’
und seien g(z) und h(y) fiir (z,y) € Dy stetig, h(y) # 0, G(x), H(y) wie oben.

1. Schreibe die DGL in der Form h(y)y' = g(x) baw. h(y)dy = g(x)da.
2. Integriere linke Seite nach y und rechte Seite nach z.
3. Falls méglich, l6se analytisch nach y auf:
H(y) = G(z) + C.
Falls nicht moglich, liegt die Losung y(x) in impliziter Form vor.
4. Fiir C = Co = H(yo) — G(xo) ergibt sich die Lésung des AWP y(zo) = o.
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Idee:
Sei eine DGL gegeben in der Form

, _ 9()

YT h)

so heist sie Differentialgleichung mit trennbaren Variablen.
Seien g(x) und h(y) fir (z,y) € Dy stetig und h(y) # 0.

e Es existiert nach Existenzsatz mindestens eine Losung.
e Seien

G(z) = /mg(t) dt, und H(y) = /b " h(t) dt

Stammfunktionen zu g und h, sowie H~! Umkehrfunktion von H (d.h.
H~'(H(y)) =v).

e Schreibe die DGL in der Form h(y)y’ = g(z) so ergibt Integration die Losung
der DGL:
H(y(z)) = G(z) +C

e Anwendung der Umkehrfunktion ergibt

y(z) = H'[H(y(=))] = H'[G(z) + CI. o

Losun
Sei ein




Losungsschema:
Sei eine DGL gegeben in der Form

und seien g(z) und h(y) fir (z,y) € Dy stetig, h(y) # 0, G(z), H(y) wie oben.
1. Schreibe die DGL in der Form h(y)y’ = g(x) bzw. h(y)dy = g(z)dx.

(@h 2. Integriere linke Seite nach y und rechte Seite nach =.

3. Falls moglich, I6se analytisch nach y auf:
isung

H(y) =G(x) + C.
Falls nicht moglich, liegt die Losung y(x) in impliziter Form vor.

4. Fir C = Cy := H(yo) — G(xg) ergibt sich die Losung des AWP y(z¢) = yo.



Beispiel:
Betrachte

y = sinzcosy.

Beachte: cosy # 0 oder y # (k + 3)m (k € Z).

Erhalte:

/
y =sinz bzw. / dy
cosy

Integration: In |tan(¥ + §)| = —cosz + Cp.
Auflosung nach y:

y(z) = 2arctan(Ce

— cos .’l:)

Konstante Lésungen: y(z) = (k + 1)

Erinnerung: Richtungsfeld!

cosy

0ol

/ sinzx dx.
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Lineare DGL 1. Ordnung

Definition: (Lineare Differentialgieichung erster Ordnung)

Betrachte
alz)y + by = ofz).
Seien die Koeffizienten (a(x). b(z).c(x)) stetig (aber nicht notwendig, linear) auf Lasungsidee 1:
cinem Intervall I und a(z) # 0. Diese DGL heift lineare DGL 1. Ordnung, wenn Die homogene lineare DGL 5 + plz)y = 0 ist cin Spezialfll ciner DGL mit
S linear beziiglich der Lisung y(x} ist, d.h. eine Linearkombination trennbaren Variablen!
Fiir y > 0 und y < D schreibe
ay(x) + Byalx) .
y _ _ \
2weier Lasungen st wiederum Lésung der DGL. 7y Spllr = nli= / plr) do+Co
mit ly| = ¢ P baw. y = Ce= P (C € R,C #0).
Dabei ist P(x) Stammfunktion von p(z)
~
chungen |
Losungsidee 2: (Varistion der Konstanten)
Fir die slgemeine Losung der homagenen iearen OGL o/ + pr)y = 0 variere C,
dh. betrachte C = C(z).
o Arsatz
v(z) = Clx)e P,
Beispiel: (Bemoullische Differentialgleichung) o Eimsetzen:
¥+ play = qlz)y" Cla)e ") - Clalpla)e ) 4 pa)Clee ") = gfa).
© Umformen und Integrieren:
(4] OO - o=k
= Cl= /'qllk"” 40 €= onst, €y R
o Verwendung des Anstzes:
W) = e (e o ar)
- G [ o
= thanls) + yunl)
[—
+ Do it
W) = 'vlk"“ «
! n it spesebe Lisarg des iamageres DGL
.o

Bult] = € PVl

Sigerte. Linug, do homcgeen DGL bt bt (1) = e + a6
e . ¢ 3 Linarg dos mvcrogeres DGL

o Avdhnisats 1 ek el Liarg 3z} o bcrgenes LG von der
Fom does

Dekavtion (Aafirgs ard Rndemrte)

Neser
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Definition: (Lineare Differentialgleichung erster Ordnung)
Betrachte

a(z)y’ + b(z)y = c().

Seien die Koeffizienten (a(z),b(z),c(x)) stetig (aber nicht notwendig linear) auf
einem Intervall I und a(z) # 0. Diese DGL heiBt lineare DGL 1. Ordnung, wenn
sie linear beziiglich der Losung y(x) ist, d.h. eine Linearkombination

ay1(z) + Bya(z)
zweier Losungen ist wiederum Losung der DGL.

Bemerkungen:

e Unter der Voraussetzung a(z) # 0 (z € I), ergibt sich

Y +p(z)y = q(x)

mit p(z) = %, q(z) = 28 jeweils stetig.

e Existenz und Eindeutigkeit sind immer erfiillt (keine singuldren Ldsungen)
sofern in I p(x) und g(z) stetig sind..

e Falls g(z) = 0 heiBt die DGL homogen, andernfalls inhomogen.

Losungsic
Die homo
trennbarer

Fury >0

mit |y| =
Dabei ist .
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r) auf Losungsidee 1:
wenn Die homogene lineare DGL ¢y’ + p(z)y = 0 ist ein Spezialfall einer DGL mit
trennbaren Variablen!

Fur y > 0 und y < 0 schreibe

dy _

Y p(x)der = Inly|l= —/p(w) dr + Cy

mit |y| = e“0e @ bzw. y = CeP® (C € R,C #0).
Dabei ist P(z) Stammfunktion von p(x).

14.



Losungsidee 2: (Variation der Konstanten)
Fiir die allgemeine Losung der homogenen linearen DGL vy’ + p(z)y = 0 variiere C,
d.h. betrachte C' = C(x).

e Ansatz:
y(z) = C(x)e P,

e Einsetzen:

C'(z)eP@) — C(z)p(z)e ™) + p(z)C(z)e ") = g(a).

e Umformen und Integrieren:
C'@)e '@ =q(z) =  C'(z)=q(x)e”™
o

= C(x) =/ qt)ef’® dt + ¢,  Cy = konst.,Cy € R.

e Verwendung des Ansatzes:

yz) = e F@ <C’1 —I—/ q(t)eP’® dt)

0

= C1eP@ 4 P@ /m q(t)e?® dt

Zo

= yhom(x) + yinh(z)-

15.



Beobachtungen:

e Differentiation beweist:

X

Yinh (T) = e_P(“")/ q(t)eP(t) dt

0

ist spezielle Losung der inhomogenen DGL.

e Da
Yhom () = Cre” F'®

allgemeine Losung der homogenen DGL ist, ist ¥(%) = Yhom + Yinn(x) fiir
jedes C'; € R Losung der inhomogenen DGL.

e Andererseits ist jede beliebige Losung (x) der inhomogenen DLG von der

Form oben. e
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Beispiel: (Bernoullische Differentialgleichung)

n

y + p(x)y = q(z)y".

4
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DGL 1. Ordnung mit
trennbaren Variablen

Uimmmgncher
S DA g i dr Fom

=)

v-8

e Dy e

£ S e OCL e o gl = ] . Al = b
2

3 Fabe roghen e st 3 -
iy = s} 4
ol g, g e Lo} b e P .
4 Fir € = i i) Gle)wght s e Lo dm SAP 1) = 3.

Differentialgleichungen |

Taneung d Variation
Vaviaion cee Konstanian

Erinnerung

Lineare DGL 1. Ordnung

18.



