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Aufgabe 1: (3+2 Punkte)

a) Man lose die Anfangswertaufgabe
Y —y=2 mit y(0)=3.

b) Man berechne die allgemeine Losung der Eulerschen Differentialgleichung

22y +ay —4y=0.

Hinweis:  Es existieren Losungen der Form y(z) = 2* mit o € RR.

Losung:

a) (3 Punkte)

Berechnung der allgemeinen Losung der homogenen linearen Differentialglei-
chung:

Y—y=0 = pAN)=X—-1=0 = A=1 = y(zr)=ce"

Der Ansatz y,(z) = a fiir eine spezielle Lésung der inhomogenen Differentialglei-
chung ergibt
0—a=2 = ylo)=-2

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichnung mit ¢ € IR lautet

y(z) = ce” — 2.

Die Auswertung der Anfangsbedingung 3 =y(0) =ce® -2 = c¢=5
ergibt die Losung der Anfangswertaufgabe y(z) = be* — 2.

b) (2 Punkte)
Setzt man den Losungsansatz y(x) = z® in die Eulersche Differentialgleichung
ein, so erhalt man:

0=(afa—1)+a—4)z* = (a*-4)2* = o*—4=0 = o=2 ay=—2.

1
Ein Fundamentalsystem bilden also  y;(z) = 22, yo(x) = ek

Damit ergibt sich mit ¢, c; € R die allgemeine Losung

Co

y(z) = c12® + ok
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Aufgabe 2: (5 Punkte)

Man berechne die allgemeine Losung des folgenden Differentialgleichungssystems
;L 2 -1 (1
Y=\l 2)Yy (1)
Hinweis:  Es gilt A2 —4X+3= (A —1)(A —3).

Losung:
(5 Punkte)

Berechnung der Eigenwerte:

'2—)\ -1

I ':(2—)\)(2—>\)—1

pA(N) =

= M- +3=-1DA=-3)=0 = MN=1, =3

Berechnung der zugehorigen Eigenvektoren durch (A — AE)v =0
1 —-110 N 1 (1
0 0]0 v
Eigenvektor v? zu Ay = 3:

-1 —-11]0 -1 —-110
-1 —-110 0 0|0
Ansatz spezielle inhomogene Losung:  y,(7) = a
2 —1 1
= o= (02 )u-(0)
2 —1]1 2 —1| 1 o oy (!
1 2|1 0 3/2|3/2 B =11

Die allgemeine inhomogene Losung lautet mit ¢y, co € IR:

Eigenvektor v! zu \; = 1:

1 =110
-1 11]0

4
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y(@) = eyl (2) + (@) + y (1) = ere” ( | ) +epe” ( o ) 4 ( | ) |
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Aufgabe 3: (4 Punkte)

Man l6se die Anfangswertaufgabe
y'+2y —3y=7—6x, y(0)=0,4(0)=3.

Hinweis:  Es gilt AN +2X—3=(A—1)(A+3).

Losung:
(4 Punkte)
allgemeine Losung der homogenen Differentialgleichung " + 2y’ — 3y = 0:

charakteristisches Polynom:

PN =242 -3=A-1DA+3)=0 = MN=1,A=-3

3x

allgemeine homogene Losung: y,(x) = c1€” + coe ™ mit  ¢1,c0 € R

Ansatz fiir eine spezielle inhomogene Losung — y,(x) = az + b,
Einsetzen in die inhomogene Differentialgleichung ergibt

(ax +0)" +2(ax +b) — 3(ax +b) = —3ar +2a—3b=7T—6x = a=2 = b=—1.

allgemeine inhomogene Losung:

y(@) = yu(2) + yp(z) = 16" + e + 22 —1 = of/(x) = 1" — 3™ ¥ +2

Anfangswerte:
Ozy(0)201+02—1 = c=1—c
3=y (0)=c;1—3c2+2=1—c2—-3c0+2=3—4cy = =0=¢=1

Losung der Anfangswertaufgabe: y(z) =€ + 2z — 1
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Aufgabe 4: (3 Punkte)

Fiir die lineare Differentialgleichung
y'+9y =0

berechne man die allgemeine reelle Losung und berechne damit alle Losungen der
zugehorigen Randwertaufgabe mit den Randwerten '(0) = 6 und y (%) = 2.
Losung:

(3 Punkte)

charakteristisches Polynom: p(A\) =X +9=0 = Ao = +3i

komplexes Fundamentalsystem

e*" = cos(3x) +isin(3z), e ** = cos(3x) — isin(37) .

Obiger Real- und Imaginarteil fithren auf die allgemeine reelle Losung
y(x) = c1co8(3x) + co8in(3x) mit ¢, € R = ¢/ (x) = —3¢8in(3z) + 3¢z cos(3x).
Aus den Randbedingungen erhalt man:

6 =1v'(0) = —3c;sin(0) + 3cacos(0) =3¢ = 2 =2,

s s LT
2=y <E> = (1 COS <§> + c9 8in <§> = Cy.

Losungen der Randwertaufgabe:  y(z) = ¢; cos(3z) + 2sin(3z) mit ¢ € IR
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Aufgabe 5: (3 Punkte)

Man berechne fiir das nichtlineare Differentialgleichungssystem erster Ordnung

r = y—4
y = 4dy(z—1)

alle stationdren Losungen (Gleichgewichtspunkte) und untersuche deren Stabi-
litatsverhalten.

Losung:
(3 Punkte)

Bedingung fiir Gleichgewichtspunkte:

(8):<4yy(x_—41)>:f(x’y> = PZ(zll)’ Jf(x’y):<40y 4(1’1—1>>

Die Eigenwerte von J f(P) fiihren auf das Stabilitatsverhalten.

Jf(1,4):(12 (1)) = pA)=XN-16=0 = M\=-4<0<)=4

= P= ( 411 ) ist ein (lokal) instabiler (Sattel-) Punkt.



