Differentialgleichungen | fiir Studierende der
Ingenieurwissenschaften

Jens Struckmeier

Fachbereich Mathematik
Universitdat Hamburg

Technische Universitat Hamburg—Harburg
Wintersemester 2020/21

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 1/200

Inhalte der Vorlesung Differentialgleichungen I.

Beispiele gewohnlicher Differentialgleichungen.

Elementare Losungsmethoden.

Existenz und Eindeutigkeit bei Anfangswertaufgaben.

Lineare Systeme 1. Ordnung, Systeme mit konstanten Koeffizienten.
Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung.
Laplace—Transformation bei Differentialgleichungen.

Stabilitat von Losungen.

Randwertaufgaben, Variationsrechnung.

Numerische Verfahren fiir Anfangswertaufgaben.

® 0 © 000 6 0 ©0 0O

Numerische Verfahren fiir Randwertaufgaben.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 2 /200



Kapitel 1. Gewohnliche Differentialgleichungen

1.1 Einfiihrung und Beispiele

Definition: Ein Gleichungssystem der Form

F(t,y(t),y'(t),....y™(t)) =0

mit
F:la,b] xR x--- xR" - R"

"~

(m+1)—fach

heiBt implizites gewohnliches Differentialgleichungssystem der Ordnung m.

L3Bt sich das System nach y(™)(t) auflésen, so ergibt sich das explizite
System der Form:

y(™M(t) = f(t,y(t),y' (), ...y (1))
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1.1. Einfiihrung und Beispiele

Im Folgenden suchen wir stets eine C""—Funktion
y:[a, b] = R",
die das Differentialgleichungssystem erfiillt: fiir t € [a, b] gilt also

F(t,y(t),y'(t),...,y'™(t)) =0

beziehungsweise
y™(t) = £(£,y(2),¥ (), ..., y" (1))

Spezialfall: Hingen die Funktionen F bzw. f nicht explizit von (der Zeit) t ab, so
nennt man das System autonom, d.h.

F(y(t),y'(t),...,y'™(t)) =0

oder
y™(t) = f(y(£),y'(1),...,y"" (1))
Losungen nennt man dann auch Trajektorien der DGL.
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Autonome DGL, Anfangswert— und Randwertaufgabe.

Beispiel: Die skalare autonome Gleichung erster Ordnung

y'(8) = y(1)
hat auf jedem Intervall [a, b] C R unendlich viele Lésungen der Form

y(t)=C-¢€' mit C € R

Anfangswertaufgabe
y'(t) = f(t,y(t)), a<t<b, yeR"
y(a) = vy, (Anfangswert)
Randwertaufgabe

{ y'(t) = f(t,y(t), a<t<b ycR
r(y(a),y(b)) = 0 (Randwert)
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Beispiel 1: Populationsmodell |
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Sei N(t) die GroBe einer Population, zum Beispiel Bakterien auf einem
Nahrboden. Die Anderung der Population in kleinen Zeitabschnitten wird
bestimmt durch

die Geburtenrate b und die Sterberate d.

Dann gilt

AN
= (b= d)N(?)

Im Grenzwert At — 0 erhdlt man die Differentialgleichung

dN
E:aN(t) mit « =b—d

Mit dem Anfangswert N(ty) = Ny ergibt sich die eindeutige Losung
N(t) = Noe(t—%)

Die Population besitzt also ein exponentielles Wachstum.
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Beispiel 2: Populationsmodell [I.

Bei exponentiellem Wachstum gilt fiir @ > 0

lim N(t) = oo

t—o0

und das ist unrealistisch (zum Beispiel: Weltbevdlkerung).
Suche also ein Modell mit

lim N(t) = K < o

t— o0
Verhulst: Wachstumsrate ist eine mit N(t) linear fallende Funktion

dN
S = AN(e)(K - N(©))

Die Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe lautet dann

K - Ny
N(t) - No + (K _ No)e—AK(t—to)

und man spricht hier vom logistischen Wachstum.
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Beispiel 3: Das Regelkreisglied.

Mechanisches Feder—-Dampfer-System mit Anregung

ve(t) = vorgegebene EingangsgroBe
ya(t) = AusgangsgroBe

Ke(t) = K(ye(t) — ya(t)) = Federkraft
Kp(t) = ry.(t) = Dampferkraft

wobei K die Federkonstante und r den Dampfungskoeffizienten bezeichnet.

Modellierung als gewchnliche Differentialgleichung liefert

K
Ya(t) = =Aya(t) + Aye(t) mit A= —

Die Losung des Anfangswertproblems bei Vorgabe von y.(t), t > tg ist

t
ya(t) = ya(to)e (E70) 4 ) / Ye(T)eN™9dr

to
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Beispiel 4: Die Newtonsche Abkiihlung.

Fiir die Temperatur T(t) eines homogenen Korpers gilt (vereinfacht) die

Differentialgleichung
dT  k-F
= (Ta(t) — T(1))

dt  c-m
Dabei ist
T.(t) = Umgebungstemperatur
m = Masse des Korpers
F = Oberflache
c = spezifische Warme
k = Proportionalitatsfaktor

Die Gleichung ist identisch mit der des Regelkreisglieds und insbesondere gilt

T(t) — Ta(t) fir t — oo.
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Beispiel 5: Der elektrische Schwingkreis.

Gegeben seien

der Ohmsche Widerstand R,
die Induktivitat L,
die Kapazitat C.

Fiir die Spannungsabfille gilt

dl dUc
Ur U dt’ C %

sowie bei vorgegebener Spannung U(t)
Ur + U+ Uc = U(t)
Wir ersetzen in Ug und U, die Variable | durch C - dUc/dt, und erhalten

dUc d2UC
R-C-——=4+1.C-
dt + dt?

+ Uc = U(t)
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Beispiel 5: Der elektrische Schwingkreis (Fortsetzung).

Der Schwingkreis wird modelliert durch eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung:
d?Uc dUc

0 +RCW+ Uc = U(t)

Typisch ist die Vorgabe einer Wechselspannung, also U(t) = Uy cos(wt).

LC

Beobachtung: Anfangswertproblem mit Vorgabe von
U(:(to) =X¢] und —(to) =G
Es existiert auch eine Darstellung als System erster Ordnung,

yi = )

R 1 1
2 = —Tyve—s=nt=U

L LC LC
wobei y; := U, und y, := dUc/dt.
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Das Richtungsfeld einer skalaren Gleichung erster Ordnung.

Gegeben sei die Differentialgleichung

y'(t) =f(t,y(t)) mity(t)eR

Betrachte an jedem Punkt (t,y) € R? den Richtungsvektor

v=(1y)"
in der Tangentenrichtung y' = f(t,y).
Definition: Ein Tripel (t,y,y’) € R3, das die Gleichung y’ = f(t, y)
erfiillt, nennt man ein Linienelement der Differentialgleichung.
Beispiele:
@ Richtungsfeld der Differentialgleichung y' = y.

@ “Erraten” der Lésung aus einer Skizze des Richtungsfelds: Betrachte die
Differentialgleichung
-
y
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Ein Beispiel zum Richtungsfeld.

Die Linienelemente der Differentialgleichung

y =—--
y

sind gegeben durch die Tripel <t,y, —)%) € R3.

Der Richtungsvektor v im Punkt (¢, y) ist gegeben durch

v Lr=(t,y)" mitdem Ortsvektor r

und es gilt

Die Losungen sind (geometrisch gesehen) Kreise in der (t, y)—Ebene

y(t) =tV r?—1t? (—r<t<r)
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Kapitel 1. Gewohnliche Differentialgleichungen

1.2 Elementare Léosungsmethoden

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einfachen Methoden zur
Berechnung von Losungen der folgenden einfachen gewdhnlichen
Differentialgleichungen beschaftigen.

@ Separierbare Differentialgleichungen

o Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen

@ Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
@ Bernoullische Differentialgleichungen

@ Riccatische Differentialgleichungen

e Exakte Differentialgleichungen
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Typ A: Separierbare Differentialgleichungen.

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

{ y'(t) = f(t)-g(y)

y(to) = o

in einem Bereich D C R? der (t, y)—Ebene.

Gilt g(y) # 0, so lassen sich die Variablen t und y trennen:
/

y
gly) o)

Integration unter Verwendung der Substitutionsregel ergibt
Y d t
/ A/ / f(r)dr
Yo g(n) to
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Separierbare Differentialgleichungen.

Bezeichnen wir mit H(y) eine Stammfunktion von 1/g(y), also
dy

H(y :/—

W= &)

so folgt wegen

gerade t
H(y) = Hiw) + [ F(r)dr

to

Da g(y) # 0, ist die Stammfunktion H(y) injektiv und daher invertierbar:

/(0) = 7 (Hoo) + [ (7)o )

to
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Ein Beispiel fiir eine separierbare Differentialgleichung.

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe

{y’(t) = —tfy

y(to) = o

Damit folgt
2 2
1
%_%:_E(tQ—tg) = YiHt=yttg=rr

Wir erhalten also als Losung einen Kreis um den Ursprung in der
(t,y)—Ebene mit Radius r.
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Typ B: Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen.

Eine Differentialgleichung der Form

y'(t)="f <X>

t

3Bt sich mit Hilfe der Substitution

_ y(t)
u(t) = 5

auf eine separierbare Gleichung zuriickfiihren. Wir schreiben

f(u) = y'(t) = (tu(t)) = u(t) + tu'(t)
Auflésung nach u'(t) ergibt die separierbare Gleichung

f(u) —u

u'(t) = =
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Ein Beispiel fiir eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung.

Gesucht ist die Ortslinie aller Punkte, fiir die der Tangentenabschnitt auf
der y—Achse gleich dem Abstand des Punktes vom Ursprung ist.

Das Problem wird modelliert durch die zugehorige Differentialgleichung

2
y—ty =\t24+y?2 = y’:%— 1—1—(%).
Wir verwenden die Substitution u = y/t:

, V1+ u?

= —
t
Eine Trennung der Variablen liefert zunachst
u  [dt
e
und damit
In (u—i— 1+u2> =—In|t|+ G
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Fortsetzung des Beispiels.

Aus der Beziehung (siehe Skript Analysis I, Seite 37)
arsinh(u) = In (u +v1+ u2)

folgt
u=sinh(—In|t| + C)

und damit durch Ricksubstitution

C
()

W3hlt man C = e, so erhalten wir

t2

2y = C — —

YTET T
und es ergibt sich als Losung die Parabelschar
t> = C2—-2Cy
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Typ C: Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.

@ Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung sind von der Form

y'(t) + a(t)y(t) = h(t).

@ Man nennt die Funktion h(t) die Inhomogenitat der Gleichung.
@ Die Differentialgleichung heiBt homogen, falls h(t) = 0 gilt.

@ Die allgemeine Losung 138t sich stets in der Form

y(t) = yp(t) + yn(t)

schreiben.

@ Dabei ist y,(t) eine spezielle (oder partikuldre) Losung, und yp(t) ist
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

y(t) + a(t)ya(t) =0
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|. Berechnung der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung.

Eine Trennung der Variablen

yp(t) +a(t)yn(t) =0 = =% =—a(t)

ergibt mit Hilfe einer Integration

dyh = —/a(t)dt

Yh

die allgemeine Losung

ya(t) = C - exp (— /t: a(T)dT)

mit einer beliebigen Integrationskonstanten C € R.
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[l. Berechnung einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung.

Dazu verwendet man die Methode der Variation der Konstanten

yp(t) = C(t) - exp <_ /tt a(T)dr)

0

Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt

C'(t) - exp (— /tt a(7)d7-> — a(t)yp(t) + a(t)yp(t) = h(t)

Durch Integration der Differentialgleichung fiir C(t) erhalten wir

C(t) = /t: h(r) - exp (- /t: a(f)df) dr
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Spezialfalle zur Berechnung einer speziellen Losung.

Fiir lineare Gleichungen der Form
y'(t)+a-y(t)=h(t) mitaeR

und speziellen Inhomogenitdten h(t) macht man folgende Ansatze:

Inhomogenitat h(t) Ansatz fiir y,(t)

m m
Z by tk Z Ck tk
k=0 k=0

by cos(wt) + by sin(wt) csin(wt — )

be't ce* fiir A #£ —a

cteM fiir A\ = —a
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Ein Beispiel fiir einen solchen Spezialfall.

Wir betrachten die Differentialgleichung

y'(t) + y(t) =sint

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet

ya(t) = C-exp (—/ttdr) — C-exp(to—t)

0

Bei der Variation der Konstanten ist der Ansatz

yp(t) = C(t) - exp (to — t)

Ein Einsetzen des Ansatzes ergibt schlieBlich

C(t):/t sin(r) - exp (7 — to) dr

0
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Fortsetzung des Beispiels.

Nach der Tabelle auf Seite 24 suchen wir eine spezielle Lésung der Form
yo(t) = Csin(t — )
Ein Einsetzen von y,(t) in die Differentialgleichung ergibt
Ccos(t — )+ Csin(t — ) =sint
Mit Hilfe der Additionstheoreme folgt
C(cos tcos~y +sintsiny) + C(sintcosy — costsiny) =sint
Wir erhalten also

C cos t(cosy —siny)+Csint(siny + cosvy) =sint

-~

=0 1/C

Daraus folgt
v=m/4 und C=1/V2
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Typ D: Bernoullische Differentialgleichungen.

Bernoullische Differentialgleichungen sind von der Form

y'(t) +a(t)y(t) + b(t)(y(1))* =0 mita#0,1

Sie lassen sich mit der Substitution

stets auf lineare Differentialgleichungen zuriickfiihren:
u(t)+ (1 —a)a(t)u(t) = (o — 1)b(t)

Probleme ergeben sich bei der Riicksubstitution

Zum Beispiel kann y(t) (in endlicher Zeit) singular werden.
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Ein Beispiel fiir eine Bernoullische Differentialgleichung.

Wir betrachten die Differentialgleichung
y'(t) = y(t) + ty*(t)
Die Substitution u(t) = 1/y(t) ergibt
u'(t) + u(t) = —t
Die allgemeine Lésung u(t) lautet dann

u(t) = C-e + 1—t
—— ——
allg. Lsg. homog. Glchg.  spez. Lsg. inhomog. Glchg.

Nach Riicksubstitution erhalten wir die allgemeine Losung y(t) in der Form

B 1
1—t+C-et

mit der Konstanten C

y(¢)
Mit y(0) = 2 existiert die Losung nur auf dem Intervall [-1.6783...,0.7680...].
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Typ E: Riccatische Differentialgleichungen.

Riccatische Differentialgleichungen sind von der Form

y'(t) + a(t)y(t) + b(t)y*(t) = c(t)

Sie lassen sich nur in speziellen Fallen in geschlossener Form [6sen:

Ist eine spezielle Losung y,(t) bekannt, so liefert die Substitution

beziehungsweise

die lineare Gleichung

u'(t) — [a(t) + 2b(t)yp(t)]u(t) = b(t)
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Ein Beispiel fiir eine Riccatische Differentialgleichung.

Wir betrachten die Gleichung

y'(t) = =2t + 3ty(t) — ty*(t),
die y,(t) =1 als spezielle Losung besitzt.
Die Substitution u(t) = 1/(y(t) — 1) bzw. y(t) =1+ 1/u(t) liefert

U(t) = —uty = —uf(=2t + 3ty (t) — ty*(t))

3t 2t t
= —u? <—2t—|—3t—|———t————2) = —tu(t)+t
u u u

Die allgemeine Lésung dieser linearen Gleichung ist

u(t)=14 C-exp (—%2>

und daher gilt
1

1+ C-exp (—t—22>

y(t) =1+
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Typ F: Exakte Differentialgleichungen.

Gegeben sei die Differentialgleichung

g(t,y(t)) + h(t,y(t)) y'(t) =0
Definition: Existiert eine Funktion ®(t, y) mit

Od(t,y) Od(t,y)

ng(ta)/) und 8—y:h(t’y)’

so nennt man die Differentialgleichung g + hy’ = 0 exakt.

Dann folgt

do(t,y(t)) _ 0(t,y(t)) . 99(ty(t)) y(t) =0

dt ot oy
und die Losungen der Gleichung sind gegeben durch

d(t,y(t)) =CeR
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Analysis Ill: Integrabilitatsbedingung bei Vektorfeldern.

Definieren wir ein Vektorfeld F(t,y) durch

F(t,y) == (g(t,y) h(t,y))",

so heiBt Differentialgleichung exakt, falls F ein Potential besitzt:

g(t,y) = du(t,y), h(t,y)=®,(t,y) deC’

Dies geht nur mit einer zusatzlichen Eigenschaft des Potentials F, der
Integrabilitatsbedingung

Satz: Sind die beiden Funktionen g(t,y) und h(t, y) stetig differenzierbar und ist
der Definitionsbereich einfach zusammenhangend, so besitzt das Vektorfeld F ein
Potential ® genau dann, wenn im Definitionsbereich die Bedingung

Oh _ Og
a(tay) - @(tay)

erfillt ist.
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Berechnung des Potentials einer exakten DGL.

Das Potential ®(t, y) einer exakten Differentialgleichung kann mit
Kurvenintegralen berechnet werden:

O(t,y) = / F(r.m)d(r.n)
<

t,y)

Dabei ist ¢(;,) eine C'=Kurve, die den festen Punkt (to, yo) mit dem
variablen Punkt (¢, y) verbindet.

Beispiel: Im Zweidimensionalen (D = R?) kann man den Hakenweg

(to, o) — (t,yo) — (t,y)

wahlen und erhilt fiir das Potential die Darstellung

t y
o(ty) = [ glrndr+ [ g(endn
to Yo
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Ein Beispiel fiir eine exakte Differentialgleichung.
Gegeben sei die Differentialgleichung
(1+2ty +y?)+ (2 +2ty)y' =0  ((t,y) € R?)
Es gilt
8(152+21t ) = 0 (L+2ty +y*)=2(t +y)
und die Integrabilititsbedingung ist erfiillt, d.h. die Gleichung ist exakt.
Erster Schritt zur Berechnung des Potentials
od
— =g=1+2t 2
9 8 + 2ty +y
Eine Integration beziiglich t ergibt
O(t,y) = t(14y?) + t°y + C(y)
Beachte: Integrationskonstante kann von y abhangen!
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Fortsetzung des Beispiels.

Nach dem ersten Schritt gilt
&(t,y) = t(1 +y?) + t2y + C(y)

Zweiter Schritt: Die Funktion C(y) kann aus der Integrabilitatsbedingung
bestimmt werden.

Es muss gelten
oo

— =h=t*+2t
Oy ety
Einsetzen des Ergebnisses aus dem ersten Schritt liefert
2ty + 2 + C'(y) =t* +2ty = C(y)= const.
Die Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch die implizite Gleichung

t(1+y(t)) + t2y(t) = C
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Die Methode des integrierenden Faktors.

Gegeben sei die nicht exakte Differentialgleichung

g(t,y)+h(t,y)y' =0
Wir suchen nun eine Funktion m(t, y) so, dass die Gleichung
m(t,y)g(t,y) +m(t,y)h(t,y)y' =0
eine exakte Differentialgleichung ist.

Bedingung: Die Integrabilitatsbedingungen miissen erfiillt sein, d.h.

0 0
S (m k)= S (m- g) =

Daraus ergibt sich die Bedingung:

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 36 /200



/wei einfache Sonderfalle.

Die Bedingung
om om Ooh Og
h_ —_— —_— —_— pu—
( ot 8y>+m<8t ay) 0

wird in den beiden folgenden Spezialfillen deutlich einfacher.

@ 1. Fall: Wir nehmen an, dass m = m(t) nur von t abhingt.

o L

A

Bed.: hangt nur von t ab
@ 2. Fall: Wir nehmen an, dass m = m(y) nur von y abhingt.

£ [ o

\ . 7

Bed.: hangt nur von y ab
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Beispiel mit integrierendem Faktor.
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Gegeben sei die nicht exakte Gleichung

(1—ty) +(ty — )y’ =0

oh Og y—t 1

— =2 /h= ——

ot Oy ty —t2  t
Unser Ansatz lautet

dm 1 1
- - _ . t t) = =
o com(t) = om(t) = -
Damit ist die Differentialgleichung

<%—y)+(y—t)y/=0 (t #0)

exakt und die (implizite) Losung ist gegeben durch

d(t,y(t)) =In|t| — ty(t) + %yz(t) = const.
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Es gilt:
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Kapitel 1. Gewohnliche Differentialgleichungen

1.3 Elementare Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

Typ A: Gegeben sei eine Gleichung zweiter Ordnung der Form

y"(t) = f(t,y'(t))
Beachte: die rechte Seite der DGL hangt nicht von y(t) ab.

Setzen wir z(t) := y’(t), so erhalten wir eine Gleichung erster Ordnung:

Z'(t) = f(t, 2(t))

LaBt sich diese Gleichung 16sen, so folgt

YO =) + [ =)

to
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Ein Beispiel zu Typ A.

Die sogenannte Kettenlinie ist die Losung der Gleichung

y'(t) = ky/1+ (v'(1))?

Die Subtitution z(t) := y’(t) ergibt die Gleichung erster Ordnung

Z'(t) = k/1+ Z23(t)

Mittels Trennung der Variablen findet man

/ﬁ:k/dt

und daher
z(t) = sinh(kt 4+ ¢1)

mit der Integrationskonstanten c;.

Integration von z(t) ergibt die Kettenlinie y(t) in der Form
1
y(t) = p cosh(kt +c1) + &
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1.3 Elementare Losungsmethoden fiir
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Typ B: Gegeben sei eine autonome Gleichung zweiter Ordnung

y"(t) = f(y(t),y'(t))

Nimmt man an, dass die Losung auf einem Intervall streng monoton ist, so
existiert die Umkehrabbildung t = t(y) und

dt 1
dy  y'(t(y))
Die Substitution v(y) := y’(t(y)) ergibt die Differentialgleichung erster Ordnung

dv 1
dy y'(ev) - o =70

Ist die Losung v(y) bekannt, so erhdlt man y(t) durch Auflésen von

dt 1 Ly t—/y dy
dy  v(y) 7 ), v(y)

fly,v(y))
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1.3 Elementare Losungsmethoden fiir
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Typ C: Betrachte den Spezialfall einer autonomen Gleichung der Form

y'(t) = f(y(1))

Man berechnet

Yy =ty = S0 = [ = F)+C

= ¥y =xV2(F(y) + C)
Die Funktion y(t) sei auf einem gewissen Bereich invertierbar
dt 1
—
dy 2F(y) +C)

Dann erhdlt man y(t) durch Auflésen von

t=t(y)=

/ V2(F( y)+ Q)
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Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

Wir betrachten in diesem Abschnitt stets das Anfangswertproblem

{y’(t) = f(t,y(1))
y(to) = Yo

mit der rechten Seite f : D — R”, definiert auf der offenen Menge D C R x R”,
und dem Anfangswert yo € D.

Die Fragen, die wir beantworten wollen, sind
@ Existiert eine Losung y(t) in einer Umgebung |t — ty| < & der Anfangszeit?
@ Ist die Losung, falls sie existiert, eindeutig bestimmt?
© Wie weit lasst sich die Losung in der Zeit fortsetzen?

@ Wie veradndert sich die Losung bei einer Stérung der Anfangsdaten (t, yo)
oder der rechten Seite f(t,y)?

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 43 /200

Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

2.1 Existenz und Eindeutigkeit fiir Anfangswertaufgaben

Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'(t)=+vIy(t),  y(0)=0

Diese Gleichung besitzt beliebig viele Losungen. Fiir «, 8 > 0 sind die Lésungen

([ —i(t+a)? : —co<t<—a
y(t) =< 0 D —a<t<p
| z(t+8)? ¢ B<t<

Man beachte die folgenden Eigenschaften der rechten Seite.
© Die rechte Seite ist stetig und beschrankt auf D =R x [—a,a], a > 0,
@ Die rechte Seite ist auf D nicht Lipschitz—stetig,

© Die rechte Seite ist bei y = 0 nicht differenzierbar.
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Der Existenzsatz von Peano.

Satz: (Existenzsatz von Peano (1890)) Die rechte Seite f(t,y) sei auf
einem Gebiet D C R™1 stetig und es gelte (to,yo) € D.

Dann existiert ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem
{ y'(t) = f(t,y(t))
y(to) = Yo
im Intervall |t — ty| < e eine Losung besitzt.

Konstruktiver Beweis mittels des Eulerschen—Polygonzug—Verfahrens:

Rekursive Berechnung einer (diskreten) Naherungslésung
tiv1 =t + hj, Yir1 =Y + hif(ti,yi)

mit den Startwerten (to,yo) und den Schrittweiten h;.
Naherungslosungen konvergieren gegen eine Losung fiir h; — O.
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Fortsetzbarkeit der lokalen Losung.

Bemerkung: Jede Losung eines Anfangswertproblems lasst sich auf ein
maximales Existenzintervall —oo < tin < t < tmax < 00 fortsetzen.

Der Graph (t,y(t)) der Losung kommt dabei fiir t — typnin bzw. t — tyax
dem Rand von D beliebig nahe, d.h. jeder Hiufungspunkt von (t,y(t)) fiir
t — tmin bzw. t — tnax liegt auf dem Rand 0D.

Beispiel:
@ Die Losung y(t) = exp(t) des Anfangswertproblems
Y=y, y0)=1

ist auf ganz R definiert. Also ist tyin = —00 und tyax = 00.
Es ist D = R? und

lim (t,y(t)) = (—o0,0)€ 9D

t—tmin

lim (t,y(t)) = (oco0,00)€ dD
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Weitere Beispiele zur Fortsetzbarkeit.

Beispiel:

@ Das Anfangswertproblem

y :—)—/7 y(0)=r>0, D=Rx(0,00)
besitzt die Losung y(t) = V/r? — t2. Dabei ist typin = —r, tmax = ¢

und
lim (t,y(t))=(—r,0) € 0D

t—>tmin

@ Fiir das Anfangswertproblem
y'=y? y(0)=0, D=FR

erhalt man mittels Trennung der Variablen die Lésung
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Der Existenz— und Eindeutigkeitssatz von Picard—Lindelof.

Satz: (Picard-Lindelof) Die rechte Seite f(t,y) sei stetig auf dem Quader
Q:={(t,y) eR™ : [t—to] <a A |y —yoll < b}
Ferner gelte mit den beiden Konstanten M, L > 0
[fe.y)l < M V(ty)e@
(2, 9) —f(t,y) < LIy-yl V(t.9).(ty) €@
(Lipschitz—Bedingung)

Dann besitzt das Anfangswertproblem y’(t) = f(t,y(t)), y(to) = Yo

eine eindeutig bestimmte Losung y(t), die mindestens im Intervall

[to —&,t) + 2’:‘] mit
g:=min | a, —
. ’ M
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definiert ist.



Beweisidee zum Satz von Picard—Lindelof.

Durch Integration der Differentialgleichung folgt

W)= () + [ £yt o

to

Losung dieser Fixpunktgleichung mit Hilfe einer Fixpunktiteration:

yO(t) = y(to) = yo

y“i(t) = y(")(to)+_/tf(77y(k)(7))d7

to

Die lteration liefert in jedem Schritt eine genauere Naherungslosung:
Verfahren der sukzessiven Approximation

Beweis lduft damit analog zum Beweis des Fixpunktsatzes (Analysis Il)
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Lipschitz—Bedingung und globale Existenz.

Bemerkungen:

@ Erfiillt die rechte Seite f(t,y) auf [t1, t2] X R" die Lipschitz—Bedingung

1(z,9) — f(t,y)[ < LIy —vl,

so besitzt das Anfangswertproblem mit ty € [t1, t2] eine eindeutig bestimmte
Losung, die auf ganz [ty, to] erklart ist. Man nennt dies Globale Existenz.

@ Ein lineares Anfangswertproblem
y(t) = A(t)y(t)+ h(t)

y(to) = Yo

mit stetigen Funktionen A : R — R(™" h: R — R” besitzt eine eindeutig
bestimmte Losung, die auf ganz R definiert ist.

@ Ist f(t,y) auf dem Quader Q eine C'~Funktion, so erfiillt f(t,y) dort die
Lipschitz—Bedingung.
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Ein Beispiel zum Verfahren der sukzessiven Approximation.

Wir betrachten das Anfangswertproblem
{ y'(t) = y(t)
y(0) = 1
Dann gilt mit y(©)(t) = 1

t
yO (1) = yO (1) —I—/ yOr)dr =1+t
0

Mit Induktion beweist man dann die Formel
k

1
k
yH(t) = Z j—,tJ
Jj=0
Fiir k — oo folgt demnach
— 1
_ k) Jj _
t lim ! —t/ = ex
y(t) = lim y ZJ p(t
Jj=0
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Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

2.2 Abhdngigkeit von Parametern, Stabilitat
Wir betrachten wieder die Anfangswertaufgabe

{y’(t) = f(t,y(t))
y(to) = Yo

mit einer rechten Seite f(t,y), die auf einem Gebiet D C R x R”" stetig
differenzierbar sei.

Nach dem Satz von Picard—Lindelof existiert dann fiir (tp,yo) € D eine
eindeutig bestimmte lokale Losung y(t; to, yo), die wir in D maximal
fortsetzen konnen.

Frage: Was passiert mit dieser Losung y(t; tp, yo), wenn man den
Startwert (tg,yo) ein wenig verschiebt?
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Das Lemma von Gronwall.

Satz: (Lemma von Gronwall) Gilt fiir eine auf |t — tp| < ¢ stetige Funktion
r(t) eine Abschitzung der Form

t
r(t) §a+6/ r(t)dr mita >0und 8 > 0,
to
so gilt fiir alle |t — tp| < & die Abschatzung

r(t) < o ePlt—l

Beweis: Wir definieren fir t > ty

u(t) = &Pt /t H)dr

0

Damit ergibt sich fiir die Ableitung von u(t) die Beziehung
u'(t) = —Bu(t) + e Pir(t).
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Fortsetzung des Beweises.

Aus der Voraussetzung
t
r(t) §oz+6/ r(t)dr mita >0und 8 >0,
to

erhalten wir unter Verwendung der Definition von u(t) gerade
e Ptr(t) < e Pta+ Bu(t)
und daher folgt
u'(t) = —Bu(t) + e Ptr(t) < ae Pt
Wir schreiben diese Ungleichung als
ae Pt — U/ (t) >0

und integrieren von ty bis t.
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Fortsetzung des Beweises.

Integration von

r(t) < a4+ e Ptu(t)
< a4+ aelt (e_ﬁto — e_ﬁt)

— geBt—t)

Dies ergibt fiir t > tp die gewiinschte Abschatzung.
Fiir t < tp folgt die Aussage mit einer Transformation durch Spiegelung,

F(t) .= r(2to — t)
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Direkte Folgerung aus dem Gronwall-Lemma.

Satz: Fiir Anfangswerte yg, zg € R" seien die Losungen y(t; to, yo) und y(t; to, zo)
auf dem Intervall |t — to| < e definiert.

Die Konstante L > 0 sei eine Lipschitz—Konstante der rechten Seite f(t,y) auf
einem Quader Q = [tg — &, 1) + €] X Q.

Dann gilt fiir |t — to| < € die Abschatzung
ly(t: to, yo) — ¥(t: to, 20)[| < €71 [lyo — 2o

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus dem Lemma von Gronwall.

t
y(t; to,Yo) = Yo +/ f(7,y(7; to, y0))dT

to

Mittels Dreicksungleichung erhalten wir damit die gewiinschte Form

~"

r(t)

t
[ly(t: to, yo) — y(t; to, 20) || < [lyo — zoll + L - / ly(7: to, yo) — y(7: to, o) || dT
to
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Bemerkungen zum letzten Satz.

Bemerkungen:

@ Der Satz besagt, dass die Losung einer Anfangswertaufgabe
Lipschitz-stetig von den Anfangswerten yg € R"” abhangt.

@ Fiir eine lineare Differentialgleichung

y'(t)=Ly(t), y(to)=yo mitL>0
gilt in der obigen Abschatzung fiir t > ty stets Gleichheit:

L(t—to) |

ly(t; to, yo) — y(t; to, 20)| = e Yo — 2o

Fiir t < tg wird der Fehler allerdings erheblich iliberschatzt, denn
y(t: to. y0) — y(t; to, 20)| = ) - [y — z5] — 0
fur t — —o0.
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Eine Verallgemeinerung des letzten Satzes.

Satz: Sind f(t,y), g(t,y) stetig differenzierbar auf einem Quader @ mit
If(t,y) —g(t,y)| < o
Iz, y)ll M

Hf(ta Y) o f(t7 9)”
so gilt fiir die beiden Losung y(t) und z(t) der Anfangswertprobleme

y'(t) = f(t,y(t)), y(to)=yo

Z(t) = g(t,z(t)), z(tr) =20
mit (to,Yo), (t1,20) € Q° die Abschitzung

IA

IA

Llly —

ly(t) —z(t)] < llyo — zo|| €70l + M|ty — 1| eHlt— !

X % (eLyt—toy _ 1>
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Anwendung: Parameterabhangige Anfangswertprobleme.

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe
{ y'(t) = f(t,y(t), )
y(to)) = Yo
Beachte: Die rechte Seite hangt bei von einem Parameter A € R™ ab.

Dieses Problem kann auf den letzten Fall zuriickgefiihrt werden:
y(t) = f(t,y(t),z(t), y(to) =yo
Z(t) = 0, z(t) =\
Setzen wir w(t) = (y(t),z(t))", so gilt mit
g(t,w(t)) = (f(t,w(t)),0)"
und wo = (yo, \)7, Wo = (yo, \)” die Abschitzung
[w(t; to, wo) — w(t; to, Wo)|| < etlt=fl . X — X
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Genauere Beschreibung der Abhangigkeit von (ty, o).

Satz: Die rechte Seite f(t,y) sei eine C1-Funktion auf einem Gebiet D C R"*!,
y(t) sei eine auf einem kompakten Intervall | C R erklarte Losung der
Differentialgleichung y’ = f(t,y). Dann gilt:

1) Es gibt einen Streifen um y(t)
Se={(t,y)T 1 tel Aly-¥(t)|<a}CD mita>0,

so dass die Losung y(t; to, yo) des Anfangswertproblems fiir alle (ty,yo) € Sa
auf ganz | erklart ist. Zusatzlich ist die Losung y(t; to, yo) auf I X S, eine
C'-Funktion beziiglich aller Variablen.

2) Die so genannten Variationen

0
Y(t) = _y(t, thyO) € Rnxn W(t) : y(t’ thyO) € Rn

N 8yo - a_t()
sind die Losungen der linearen Anfangswertprobleme
Y'(t) = fy(t,y(tito,¥0)) - Y(t), Y(to)=1,
w'(t) = fy(t.y(tito,y0)) w(t), w(t)=—f(to,¥o)
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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.1 Systeme erster Ordnung

Gegeben sei das lineare Differentialgleichungssystem erster Ordnung
y'(t) = A(t) y(t) + h(t)

mit den stetigen Funktionen A: R — R " und h: R — R".

Das zugehérige Anfangswertproblem

{y’(t) = A(t)y(t) + h(t)
y(to) = Yo

besitzt eine eindeutig bestimmte Lésung y(t; to, yo), die fiir alle t € R
existiert.

Satz: Die allgemeine Losung ist gegeben durch

0= W+

spez. Lsg. inhomogen  allg. Lsg. homogen
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Das homogene Differentialgleichungssystem.

Wir betrachten die homogene Anfangswertaufgabe
{ y'(t) = At)y(1)
y(to) = Yo
Die Losung y(t; tp, yo) ist ein Element des Vektorraums R".
Es existiert eine Basisdarstellung der Losung y(t; to, yo):

Sei v!, ..., v" eine Basis des R". Dann gilt

n

y(t; to,yo) = Y a(t)v

k=1
Mit dem Anfangswert y(tp) = yo gilt weiterhin

n

yo= ) alto)v¥

k=1
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Die Fundamentalmatrix.

Betrachten wir die n Anfangswertprobleme (k =1,...,n)
i k - A k
YO = AWMy
yk(to) — vk
und definieren damit die Fundamentalmatrix (das Fundamentalsystem)
Y(t) = (y'(1),...,y"(1)) € ROV
so gilt der folgende Satz.

Satz: Die Matrix Y(t) € R("" sei ein Fundamentalsystem. Dann gilt:

a) Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet:
y(t)=Y(t)-c=) ay (t) mitceR".
k=1

b) Die Fundamentalmatrix ist fiir alle t € R regular.
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Beweis des Satzes.

Da die Vektoren vl, ..., v" eine Basis bilden, ist die Matrix Y(ty) regulir, denn

Y(t0) = (y'(to),...,y"(to)) = (v}, ... ,v")
Setzen wir .
y(£) =Y(t)-c =) ay (1),
k=1
so berechnet man

V() = D ey (0 =D Ayt

= A(t) (Z ckyk(t)> = A(t)y(t)
k=1

Damit ist y(t) = Y(t) - c eine Losung des Differentialgleichungssystems.
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Fortsetzung des Beweises.

Sei y*(t) eine beliebige Losung des Differentialgleichungssystems. Setzen
wir

ct = Y(to)_ly*(to),
so sind
y*(t) und y(t)=Y(t)c

beide Losungen des Anfangswertproblems

{yl(t) = A(t)y(t)
y(to) = y*(to)

Da die Losung aber eindeutig ist, folgt y*(t) = y(t). Also gilt
y*(t) =Y(t)c
Damit ist der erste Teil des Satzes gezeigt.
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Fortsetzung des Beweises.

Wir zeigen nun, dass Y(t) fiir alle t € R regular ist.

Fiir ein festes t; # ty zeigen wir

Fiir alle y! € R” gibt es ein c € R" mit Y(t;)c = y!,
denn dann ist Y(t1) regular.

Betrachten wir das Anfangswertproblem

{y’(t) = A(t)y(1)

y(t1) = y
so existiert stets eine eindeutige Losung, die nach Teil 1) in der Form
y(t) =Y(t)c

mit einem ¢ € R" geschrieben werden kann.
Fir t = t; gilt dann aber
Y(tl) cC = y1
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Die Wronski—Determinante.

Die C1-Funktion
W(t) = det(Y(t))

nennt man die Wronski—Determinante zum Fundamentalsystem der
linearen Differentialgleichung

Die Wronski—Determinante ist selbst Losung einer skalaren linearen
Differentialgleichung

W'(t) = Spur (A(1)) - W(t)

Mittels Trennung der Variablen erhilt man die Losungsdarstellung
t
W(t) = W(to) exp ( / Spur (A(7)) dT>
to

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 67 /200

Das inhomogene Differentialgleichungssystem.

Wir betrachten jetzt die inhomogene Anfangswertaufgabe

{y’(t) = A(t)y(t) +h(t)
y(to) = Yo

Zur Losung der inhomogenen Gleichung verwenden wir wie bei einer
skalaren Gleichung eine Variation der Konstanten

y(t) =Y(t)-c(t)
Setzt man diesen Ansatz in die inhomogene Gleichung ein, erhalten wir
y(t) = Y(t)e(t) +Y(t)c(¢)
= A(t)Y(t)c(t) +Y(t)c(¢t)

= A(1)y(t) + Y(t)c'(t)
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Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung.

Unser Ansatz y(t) = Y(t) c(t) I6st also die inhomogene Gleichung, falls

Da Y(t) regulir ist, kdnnen wir dies auch in der Form c/(t) = Y~1(t) h(t)
schreiben. Durch Integration erhilt man

o(t) = ¢ + /ttv—l(T) h(7) dr

0

Satz: Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet

W) =¥ (e | () n(r) )

0

Insbesondere gilt mit cg := Y(ty) ' yo gerade y(ty) = yo.
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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.2 Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Fundamentalsysteme konnen explizit berechnet werden, falls
A(t)=A

Die Matrix A ist dann unabhdngig von t und besitzt konstante Koeffizienten.

Ansatz: Wir suchen eine Lésung in der Form
y(t)=e*v  mitAcCundveC"
Setzen wir dies in die Gleichung ein, ergibt sich
y'(t) = AeMv = Ay = Ay = e MAv

Also ist y(t) = e*v genau dann eine Lésung, falls v ein Eigenvektor von A zum
Eigenwert \ ist, denn
y=Ay & Av=)v
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Fundamentalsysteme bei konstanten Koeffizienten |.

Ist v ein Eigenvektor zum Eigenwert \ so besitzt die Anfangswertaufgabe

{y’(t) = Ay(1)

y(to) = v
die Losung y(t) = ertv.
Fall 1: Alle Eigenwerte A1,..., A, von A sind reell und es existiert eine
Basis aus reellen Eigenvektoren vi, ... v".

Dann ist eine Fundamentalmatrix gegeben durch
Y(t) = (eMivt, ... eMtvn)

und die allgemeine Losung lautet
n
yh(t):ch et gk, ck € R
k=1
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Komlexwertige Fundamentalsysteme.

Beispiel: Wir betrachten das System

Y 4 1 %
Die Eigenwerte und —vektoren sind gegeben durch

M o= 142 vt

(1,—-2i)"

o = 1-2i, v?=(1,2))"

Es existiert also eine Basis aus Eigenvektoren, aber die Eigenvektoren und
Eigenwerte sind komplexwertig und ein komplexes Fundamentalsystem:

Y(t) = (eMtvy, et w,)

Wir suchen aber reellwertige Losungen!
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Fundamentalsysteme bei konstanten Koeffizienten II.

Fall 2: Die Systemmatrix A ist diagonalisierbar.

Dann existiert eine Basis des C" aus (komplexen) Eigenvektoren

vl,...,v". Die zugehorigen Eigenwerte A1, ..., \, miissen weder reell

noch einfach sein.

Ein komplexes Fundamentalsystem fiir C” ist gegeben durch
Y(t) = (eMivl,. .. eMtv")

Die allgemeine komplexwertige Losung des homogenen Systems mit
konstanten reellen Koeffizienten lautet

n
— E i eMtvk, c € C
k=1

Bemerkung: Jede normale und damit jede symmetrische Matrix ist
diagonalisierbar.
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Komplexe und reellwertige Fundamentalsysteme.

Frage: Kann man aus einem komplexen Fundamentsystem ein
reellwertiges Fundamentalsystem konstruieren?

Idee: Ist A\ € C\ R ein komplexer Eigenwert von A, so ist auch der
komplex—konjugierte Wert X\ ein Eigenwert. Dementsprechend ist v ein
Eigenvektor, falls v ein Eigenvektor ist.

Fazit: Nicht-reelle Eigenwerte und —vektoren treten stets paarweise auf.

Ersetze jedes komplexwertige Paar von Eigenvektoren

y'(t) = eMv und y*(t) = e'ti
durch
y'(t) = Re (e’\tV) = % <e>‘tv + e’_\t\'/) cR”
V(o) = Im (%) = 5 (Mv - M) e R
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Ein Beispiel zu komplexen /reellen Fundamentalsystemen.

Ein komplexes Fundamentalsystem zu

()G G

-

~

lautet
Y(t) = (eMivl, eM2ty?)
mit
A= 142, vi=(1,-2)"
Ao = 1-2i, v?=(1,2))"

Die beiden Eigenwerte treten paarweise auf:
)\2 = 5\1 V2 = \_I1
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Fortsetzung des Beispiels.

Aus den beiden komplexen Vektoren

10y _ (1420t 1 20,y _ A1=2i) [ 1
z'(t)=-¢e (_21.) z°(t)=¢e (2/)

berechnet man die beiden reellen Vektoren

y'(t) =Re (z'(t)) und y*(t) =Im (2'(t))

also

po—e (2E) p-e (5009))

Damit lautet die allgemeine reelle Losung des Systems

(t) = et- c1 cos(2t) + cp sin(2t)
yn(lt) =€ 2c1 sin(2t) — 2¢p cos(2t)
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Fundamentalsysteme bei konstanten Koeffizienten IlI.

Fall 3: Die Systemmatrix A ist nicht diagonalisierbar

Hier bendtigt man die Jordansche Normalform einer Matrix:

J = S7IAS

Jq 0
J =

0 J,

Ai 1 0
Ji = Ai
| =
0 A
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Fundamentalsysteme fiir Jordan—Kastchen.

Ein System in der Form eines Jordan—Kastchens

2 A 10 71
d | 2 AN Z
dt 1
Z, 0 AL Z,
kann unter Verwendung der Einheitsvektoren el, ..., e" explizit geldst werden
1 t=1/(r —1)!
t/1! 2 /9]
H A (/=R
t/1! ;
: 0 )
e>\1t ’e>\1t 7e)\lf O 7..'7e>\1t

o) Lo ) Vo)
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Fundamentalsysteme fiir nicht—diagonalisierbare Matrizen.

Betrachten wir die Jordansche Normalform der Systemmatrix A
J=S"'AS

so besteht die Transformationsmatrix S aus Eigen— und Hauptvektoren

S = (v vl v oo v ™ v
vl . Eigenvektor zum Eigenwert ANi,j=1,...,m
vk . Hauptvektor der Stufe (k —1), k =2,..., r

(A — )\J-I,,)vjk = Vj k-1, k = 2, R
Wir setzen nun z(t) := S~ly(t). Dann gilt
Z(t) =Sty (t) =S 'Ay(t) =S!ASz(t) = Z/(t)=Jz(t)

Ein Fundamentalsystem fiir zZ = J z haben wir bereits berechnet.
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Fundamentalsysteme fiir nicht—diagonalisierbare Matrizen.

Eine Riicktransformation ergibt ein Fundamentalsystem fiir y’ = Ay.

Fiir ein einzelnes Jordan—Kastchen ergibt sich:

yll(t) — e/\ltvll

yi2(r) = et (% v11—|—v12>

1r Y AL T o1, ir
G (e VAR,

Vorgehen zur Bestimmung der Losung:
@ Bestimmung der Eigenwerte, Eigen— und Hauptvektoren,
@ Berechnung der Losungen nach obiger Formel,

© Zusammenfiigen dieser Einzelmatrizen zur Fundamentalmatrix.
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Ein Beispiel fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen.

Gesucht ist die allgemeine Losung des Systems

d n 1 -2 1 n
g | 2= 0 -1 -1 Y2
¥3 0 4 3 ¥3

Das charakteristische Polynom ergibt A\ = 1 als dreifacher Eigenwert:
pa(\) = det (A — Alz3) = (1 — \)3

Wir berechnen einen Eigenvektor fiir A = 1:

1 -2 1 vi 0 16
0 —2 -1 vi [=1| 0 = vi=|[ 0
o 4 2 vi 0 0

Da rang (A — Al3) = 2 gilt, ist die geometrische Vielfachheit g(\) = 1.
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Fortsetzung des Beispiels.
Wir benctigen Hauptvektoren der Stufe 1 und 2:
1 -2 1 vZ 16 0
0 -2 -1 V22 = 0 = V2 — —4
o 4 2 Vi 0 8
1 =2 1 vi 0 0
0 -2 -1 vi | =] -4 = vi=1]1
0 4 2 vi 8 2
Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch:
16 16t 8t?
yi(t)=eM' | 0 |, y(t)=eM| —4 |,y (t)=eM| —4t+1
0 8 8t + 2
82 /200
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Ein zweites Beispiel fiir nicht-diagonalisierbare Matrizen.

Gesucht ist die allgemeine Losung des Systems

d n 1 01 )41
| 2= 0 1 1 ¥2
¥3 0 01 ¥3

Wieder ist A = 1 dreifacher Eigenwert von A, aber es gilt g(\) = 2.

Es existieren also zwei linear unabhangige Eigenvektoren:

0 0 1 1 0
001 |v=0 = vi=[|o0]|,vV=]|1
0 0 1 0 0
Es gilt:
(A—X)?=0
Wir suchen daher einen zu v! und v? linear unabhingigen Vektor v??
(Hauptvektor der Stufe 1).
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Fortsetzung des Beispiels.

Wihlen wir v¥? = (0,0,1)7, so folgt v?! = (A — Al35)v*? = (1,1,0)7.
Damit erhalten wir ein System von Eigen— und Hauptvektoren in der Form

1 1 0
vll — 0 : v21 — 1 7\122 — 0
0 0 1

1 1
yi(t)=e" | 0 |, y(t)=e"[ 1 |, y¥(t)=¢
0 0 1
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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.3 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
Gegeben sei eine skalare, lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung:

LIy] := y(8) + 301 ()" D() + -+ ao(E)y() = A(2)
wobei a(t), k =0,...,n— 1 stetige Funktionen auf R sind.

Eine solche Gleichung [aBt sich als ein System erster Ordnung schreiben:

[ 0 1 0\ (1)
Y2 0 1 y2
d| " _
al |~ : (1)
: 0 0 1 ;
\ Vi ) —ay —a1 ... ... —ap_1 / \ Y /
wobei
vie(t) == y*(t), k=1,2,....n
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Die homogene Differentialgleichung héherer Ordnung.

Definition: Ein Funktionensystem (y1(t), ..., yn(t)) heiBt Fundamentalsystem
der Differentialgleichung

Lly] == y"(8) + an-1(£)y" "V (2) + - - + ao(t)y(t) = h(2),
falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

@ Die Funktionen y(t) lsen die homogene Gleichung, d.h.

Llys] =0, k=1,...,n

@ Die Wronski—Determinante

n cee Yn

i oo Y
W(t) = det :

1(n—l) . y,(Tn—l)

ist fiir mindestens ein to € R ungleich Null, W(ty) # 0.
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Bemerkungen.

@ Ist W(ty) # 0, so gilt auch W(t) # 0 fiir alle t € R. Weiter l6st W(t) die
Differentialgleichung W’(t) = —a,_1(t)W(t), und daher gilt

W(t) = W(ty) - exp (— /t: an_l(T)dT>

@ Ein Fundamentalsystem (y1,...,y,) 1Bt sich durch Lésung von n
Anfangswertaufgaben (k =1,...,n) bestimmen:
Ly = 0
i 0 : i#k-1 .
YO = {1 ITETL =00

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet
n
y(t) = yo(t) + > ciyi(2),
k=1

wobei y,(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist.
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Das Reduktionsverfahren.

Sei u(t) # 0 eine Losung der homogenen Gleichung L[y] = 0.

Produktansatz:

Wir suchen eine weitere (linear unabhangige) Losung in der Form

Die ersten Ableitungen lauten:
y'(t) = d(t)z(t) + u(t)Z(t)
y'(t) = u"(t)z(t) +2u'(t)2'(t) + u(t)2"(t)
Allgemein gilt dann:
k
(K (¢) = k utk= (1) 2Y)(¢)
=3 (7)
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Fortsetzung des Reduktionsverfahrens.

Einsetzen in L[y] = 0 ergibt:

n n k
] = Sar® =Y S a( ) a0

k=0 k=0 j=0 J
n K n k K
= [Z ak ( 0 ) u®(t) z+ZZak ( j ) ut (1) 2V (¢)
Lk=0 | k=1 j=1
= > bz0(1)
j=1

Setzt man w(t) := Z/(t), so ergibt sich eine homogene Differentialgleichung der
Ordnung n — 1:

n—1
> bawb() =0
j=0
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Fortsetzung des Reduktionsverfahrens.

Ist wyq, ..., w,_1 ein Fundamentalsystem von
n—1
> biawl(t) =0
J=0

so setzen wir

t
zk(t):/ wi(7)dT, k=1,...,n—1
t

0

Mit dem urspriinglichen Ansatz ist dann die Funktionenmenge
(uyzy - uy...,zp—1 - U)
ein Fundamentalsystem das Ausgangsgleichung, also L[y] = 0 mit

Lly] := y'"(8) + apa(£)y" D (8) + - - + a0(t)y(t) = 0
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Ein Beispiel zum Reduktionsverfahren.

Die Differentialgleichung y” + ty’ + y = 0 besitzt die Lésung
u(t) =e /2
Unser Ansatz y = u - z liefert:
y' = v -z4+u-7
y'" = "z 2w
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:
vVi+ty'+y = d'z4+207 +uZ" + t(v'z + uZ) + uz

= 27+ uZ" + tu

Wir setzen w = Z' und erhalten fiir w die Gleichung erster Ordnung

2u" + tu
ww' + 2 +t)w=0 = w=—"——w
u
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Fortsetzung des Beispiels.
Wir berechnen:
20 +tu  —2te /2 4 te /2 :

u e—t%/2

Damit gilt:
t
w(t) =2 = z(t):/ " 2dr
0

Wir erhalten damit das Fundamentalsystem
t2/2 t2/2 " e 2
() = u(t) = e B2 y(t) = e / 2 dr
0
Die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung lautet also

t
yu(t) = cre v/ + Cze_t2/2/ e 2dr
0
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Die inhomogene Differentialgleichung héherer Ordnung.

Ist das Funktionensystem (y1,...,y,) ein Fundamentalsystem, so ist die Matrix
0 0
WO
Y(t) =
yl(n—l) o )/rgn_l)

eine Fundamentalmatrix des zugehdrigen Systems erster Ordnung. Die Methode
der Variation der Konstanten ergibt dann das lineare Differentialgleichungssystem:

[0 yﬁo)\(c{\ [0

yl(n—2) o )/r(wn_2) C,/7_1 0

Ly e e ) e )
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Die Methode der Greenschen Funktion
(Grundlosungsverfahren).

Gegeben sei die inhomogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten
Lly] == y"(t) + an1y" M (2) + -+ + a0y (t) = h(2)
Satz: Sei w(t) die Losung der Anfangswertaufgabe

0 : k=0,...,n—2
Liw] =0, W(k)(to):{l | o2

Dann ist eine spezielle Lésung y,(t) der inhomogenen Gleichung gegeben
durch

yp(t) = /tG(t,T)h(T)dT

G(t,7) = w(t—7+t) (Greensche Funktion)
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Lineare Gleichungen n-ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

Gegeben sei die homogene Gleichung

Lyl == any'"(t) + an—1y" D(t) + - + agy(t) = h(t)

mit a; € R, i=0,...,n—1und a, = 1. Zur Berechnung eines
Fundamentalsystems machen wir den Ansatz
y(t) = e

Daraus folgt
Lly] = <Z ak>\k> et
k=0

Unser Ansatz liefert eine Losung, falls A eine Nullstelle der so genannten
charakteristischen Gleichung ist:

p(A) =) a\ =0
k=0
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Die charakteristische Gleichung und Fundamentalsysteme.

Satz:

1) Ist Ak eine re—fache reelle Nullstelle von p(\), so existieren die folgenden
Losungen der homogenen Gleichung

vir(t) = et
Yia(t) = t-eMt
)/k,rk(t) = e

2) Ist \x eine ry—fache komplexe Nullstelle, Ax ¢ R, so sind die reellen
Losungen mit Ay = a + i Bk gegeben durch

yii(t) = t/"Le“ ! cos( B t) yi(t) = /" te™ sin(Bit)
und j=1,...,rk.
3) Die Losungen aus 1) und 2) bilden ein Fundamentalsystem von L[y] = 0.
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Beispiele.

@ Gegeben sei die homogene Gleichung vierter Ordnung
yW 42y 4y =0
Die zugehorige charakteristische Gleichung lautet dann:
A2 +1=0

und besitzt die Nullstellen A\ o =1, A\34 = —I.

Ein Fundamentalsystem ist daher
vi(t) = cost y3(t) = t-cost
y2(t) = sint va(t) = t-sint

@ Die homogene Gleichung y”" — 2y’ 4+ y = 0 besitzt die charakteristische
Gleichung A2 — 2\ + 1 = 0 mit der doppelten Nullstelle A = 1.

Die allgemeine Lésung ist daher
yh(t) = clet + Cztet
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Ein Beispiel fiir eine inhomogene Gleichung.

Wir betrachten die inhomogene Gleichung

//_2/+ _e_t
iyt =

Bei der Variation der Konstanten verwenden wir den Ansatz

vo(t) = ci(t)e’ + co(t)tet

Gel6st werden muss dann das DGL-System

cet+ctet = 0
/ / et
ciet +co(l+t)et = =
Man berechnet direkt
1
ci(t) = —In|t| =

und eine spezielle Losung ist daher

yo(t) = —(Inft[+ 1)e*
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Noch einmal das Beispiel.

Wir betrachten wieder die inhomogene Gleichung

t

e
y'=2ty =5

und verwenden die Methode der Greenschen Funktion:

Die Lésung von
w' —2w'+w =0, w(l)=0, w'(l)=1
ist gegeben durch w(t) = (t — 1)et~1. Also gilt fiir die Greensche Funktion
G(t,T)=w(t—7+1)=(t—7)e" 7

Daraus folgt

t eT
Vo(t) = /1(t—7)et_7—2d7

-
= e'(-1+t—In|t])
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Spezieller Ansatz bei spezieller Inhomogenitat.

Bei Inhomogenititen der Form
m .
h(t) = e Bt
j=0

kann man spezielle Ansdtze zur Bestimmung von y,(t) verwenden:

@ Ist 1 keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung p()\), so ist eine
spezielle Losung mit den freien Parametern +;

m
yp(t) = ety ;t!
j=0
@ Ist i eine r—fache Nullstelle von p()\), so ist eine spezielle Losung
m
yp(t) = et" Y 5t
j=0

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 100/ 200



Ein Beispiel mit spezieller Inhomogenitat.

Wir betrachten die Gleichung

/!

y' —y=te

Die charakteristische Gleichung ist p(A) = A\ —1 =0 und p = 1 ist eine
einfache Nullstelle.

Ansatz:
yp(t) = e'(rot + m1t?)
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt
(2(70 +71) + (0 + 471)t +71t?)et — (Yot + 71t?)et = tet
Umsortieren liefert
(2(70 + 1) +4nt)e’ = tef
Daraus folgt 7o = —v1 = —1/4 und
t

() = 5 (¢ = 1)et
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Das Superpositionsprinzip und komplexe
Differentialgleichungen.

Superpositionsprinzip Gegeben sei eine inhomogene DGL der Form
Lly] = h(t) = m(t) + ho(t) (2)

Sind y1(t) und y»(t) spezielle Losungen von L[y] = hy(t) und L[y] = ha(t), so ist
¥p(t) := y1(t) + y2(t) eine spezielle Losung von (2).

Komplexe Differentialgleichungen
Ist h(t) der Real— oder Imaginarteil einer komplexwertigen Funktion w(t),

h(t) = Re(w(t)) bzw. (t) = Im (w(t))
und ist z(t) eine komplexe Losung von L[z] = w, so ist

y(t) = Re(2(1)) bzw. y(t) = Im (1))
eine reelle Losung der Differentialgleichung L[y] = h(t).
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Beispiel zum Superpositionsprinzip und komplexer
Differentialgleichung.

Ein spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
y'+2y  +5y=e"" ( cos t + sin(2t))

ist gegeben durch

1 1
yp(t) =e" <§ cost — Ztcos(Zt))
@ Beim Superpositionsprinzip betrachtet man die beiden Gleichungen
y" +2y' +5y = e fcost

y"+2y' +5y = e tsin(2t)
@ Beide Gleichungen 16st man durch Ubergang auf komplexe Zahlen:

S + 25! +57 = e(—1+i)t bzw. e(—1+2i)t
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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.4 Die Laplace—Transformation

Sei F : R — C eine reell- oder komplexwertige Funktion auf R. Die
Laplace—Transformierten von F ist gegeben durch die
Integraltransformation

f(s) = /Ooo e *tF(t)dt (3)

wobei s € C eine komplexe Zahl ist.

Frage: Fiir welche Funktionen F(t) existiert das uneigentliche Integral?

Schreiben wir die komplexe Zahl s als
s=0+iw
so folgt

f(s) = /O h e_at<cos(wt) n isin(wt)) F(t)dt
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Antwort: Wachstumsverhalten von F(t) ist entscheidend.

Satz: Ist F auf [0, 00) lokal integrierbar und erfiillt F mit gewissen Konstanten M

und og eine Ungleichung der Form

|F(t)] < Me?*  fiirallet >0,
so existiert die Laplace—Transformierte fiir alle s € C mit

Re(s) > o9
Beweisidee: Setzen wir s = 0 + iw, so gilt
e F(£)] = e 7| F(£)] < Me~(o=o0)"

Aus Re(s) > oy folgt also

(0 —0p)t>0 fiurallet >0

und damit die Konvergenz des uneigentlichen Integrals.
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Notationen und Bezeichnungen.
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Sei F(t) eine reell- oder komplexwertige Funktion, fiir die die
Laplace—Transformierte f(s) existiert.

@ Wir schreiben auch f = L[F]

@ Das Doetsch—Symbol lautet o—e:

Fo—ef oder fe—oF

© Eine Beziehung
f=L[F] bzw. Fo—ef

nennt man eine Korrespondenz, die Zuordnung F — f heiBt

Laplace—Transformation.

© Die Laplace—Transformation ist linear, d.h.

LlaF + BG] = aL[F] + BL[G]
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Beispiel zur Laplace—Transformation.

Wir betrachten die Heaviside—Funktion

0 : t<0
H(t)::{l - t>0

Die Laplace—Transformierte lautet

fiir Re(s) > 0.

Dies ergibt die Korrespondenz

lo—e —
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Beispiel zur Laplace—Transformation.

Die Laplace—Transformierte von
F(t) =t" mitn=12,...

ist gegeben durch

Das Integral existiert fiir Re(s) > 0 und mittels partieller Integration findet

man
/ e St t"dt = —/ e St Ldt
0 S Jo

Eine wiederholte Anwendung der partiellen Integration ergibt die
Korrespondenz
n!

n
tho Sn+1

firn=1,2,...

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 108 /200



Beispiel zur Laplace—Transformation.

Gegeben sei die komplexe Funktion
F(t) = e mit a = a + ip.

Fiir die Laplace—Transformierte ergibt sich

f(s) = / e_Steatdt:/ e~ (s—atgt
0 0

1 e |7 1
— e (s—a)t _
§—a 0 Ss—a
fir Re(s) > Re(a) = a.
Damit erhalten wir die Korrespondenz
1
eat o
sSs—a
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Beispiel zur Laplace—Transformation.
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Wir betrachten die Funktion

F(t) = sin(wot) mit wg € R.

Es gilt
1 . .
: _ lwot —lwgt
sin(wot) = — (e — e
(wot) = — ( )
Wegen
1
eat o
s—a
erhalten wir die Korrespondenz
: wo
sin(wot) o—e ———
s° + wj
denn
1, . , 1 1 1
— (elet o e—lwot) o— e — : - :
21 21 \s—iw s+iw
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure

110/ 200



Beispiel zur Laplace—Transformation.

Wir betrachten die Funktion

F(t) = cos(wot) mit wp € R

Es gilt
1 . .
COS(Wot) = 5 (e/wot 4+ e—/wot)
Wegen
1
eat o .
sS§s—a
erhalten wir die Korrespondenz
)
cos(wgt) o—e
(ot) s + w§
denn
1, ; 1 1 1
- (elwot T e—lwot) o - : :
2 2 \s—Iw S+ iw
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Korrespondenztabelle.
F(t) f(s) oo | Bemerkung
1
1 — 0
)
i n!
t e 0 n=12,...
at 1
e Re(a) | a komplex
sS§—a
. w
Sln(CL)()t) 2—02 0 wo reell
s+ wj
(wot) | —— 0 I
COS(Wo e wo ree
s% + w§
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Grundregeln der Laplace—Transformation.

© Additionssatz: Fiir beliebige komplexe Konstanten a und b gilt
aF(t) + bG(t) o—e af(s) + bg(s)

@ Ahnlichkeitssatz: Fiir jede reelle Konstante o > 0 gilt

Flat) o—e %f (5)

Beispiel: Aus

t 1

e o—e

s—1

folgt
” 111
e O o — 5 p—
a - _ 1 S—«w
(87
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Grundregeln der Laplace—Transformation.

© Differentiationssatz: F sei fiir t > 0 differenzierbar und es existiere die
Laplace—Transformierte von F’. Dann gilt

F'(t) o—e sf(s) — F(0)

Besitzt F im Ursprung eine Unstetigkeitsstelle, so ist F(0) der rechtsseitige

Grenzwert
F(0) := ll\mo F(t)
Allgemein gilt fiir hohere Ableitungen (n > 2) die Formel
FM(t) o—e s"f(s) — s" 1F(0) — s"2F'(0) — - - - — F("=1)(0)

© Multiplikationssatz: Es gilt
—tF(t) o—e f'(s) bzw. tF(t)o—e —f'(s)
und allgemein

(—t)"F(t) o—e F((s) bzw. t"F(t)o—e (—1)"f("(s)
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Grundregeln der Laplace—Transformation.

© Integrationssatz: Es gilt

t
f'
/ F(T)dT o—e —(S)
0 S
@ Divisionssatz: Die Funktion besitze den Wachstumskoeffizienten oy,

und es existiere die Laplace—Transformierte von

Dann gilt fiir Re(s) > oy
G(t) = @ o—e /OO f(u)du
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Grundregeln der Laplace—Transformation.

@ Verschiebungssatz: Fiir alle Tog > 0 gilt
F(t — Tp) o—e e ST0f(s)
© Dampfungssatz: Fiir ein beliebiges komplexes a gilt:
e F(t) o—e f(s — a)
Beispiel: Aus

wo
L ]
s2 + wg

sin(wo t) o

folgt
wo

(s —a)? +wy

e sin(wot) o—e
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Laplace—Transformation und Differentialgleichungen.

Nach dem Differentiationssatz gilt
F'(t) o—e sf(s) — F(0)
Idee: Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
Y'(t) = Y(t), Y(0)=1
Fiir die Laplace-Transformierte y(s) von Y(t) ergibt sich dann

1
s—1

sy(s)—1=y(s) = y(s)=
und aus der Korrespondenztabelle erhalten wir
Y(t)=ef

Resultat: Lineare Differentialgleichungen ergeben algebraische Gleichungen fiir die
Laplace—Transformierte.
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Beispiel.

Wir suchen die Lésung des Anfangswertproblems (v > 0)
Y"(t) 4+ a?Y(t) = sin(at)

mit Y(0) = Y’(0) = 0.

Nach der Korrespondenztabelle erhalten wir

(8
s?y(s) +a’y(s) = -

und es gilt
«

y(s) = (52 1 a2)?

Man konnte nun mit einer Partialbruchzerlegung weitermachen.

Wir verwenden hier die Beziehung

Q 1 d a

W) = @12~ 2sds2ia?
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Fortsetzung des Beispiels.

Mit o
F(t) = sin(at) o—e P f(s)
und dem Multiplikationssatz
tF (t) o—e —F'(s) = (522;;;)2 = 2sy(s) = — o s
folgt
d_« o tsin(at)

—— [
ds s? + o?
Anwendung des Integrationssatzes liefert dann die Beziehung

d o
_— °
ds s2 + a2

o /OtTSin(CtT)dT _ 1 < — at cos(at) + sin(at))

o2

Die Losung lautet demnach
2
Y(t) = — ( — atcos(at) + sin(at))
o
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Ein zweites Beispiel.

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe
Y'+Y +4Z = sin(wt)
Y'+7Z'+Z = 0

mit den Anfangsbedingungen Y(0) = —%, Y’(0) =0 und Z(0) =0
Anwendung der Laplace—Transformation ergibt

$2y(s) — sY(0) — Y'(0) + sy(s) — Y(0) + 4z(s) = 521"—&}2
sy(s) — Y(0) +sz(s) —Z(0)+z(s) = O
Mit den Anfangsbedingungen erhalten wir
(s +1)y(s) +42(5) = o - i
() + (s +1)2ls) = 3
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Fortsetzung des Beispiels.

Die Funktionen (y(s), z(s)) erfiillen ein lineares Gleichungssystem mit der Matrix

A:A(S):<S(S:1) sil)

und die Loésung lautet

Bw(s+1) — [(s + 1) — 4](s® + w?)
3(s? + w?)s[(s + 1)? — 4]

y(s) =

(s2 + w?)[(s +1)% — 4]

z(s) =

Die nachsten Schritte:
@ Partialbruchzerlegung

@ Riicktransformation aus der Korrespondenztabelle
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Komplettierung des Beispiels.

Nach langeren Umformungen ergibt sich

(s) w3 cos(wt) W +5 sin(wt)
— — w — | w
Y w(w? 4+ 9)(w? + 1) (w? +9)(w? + 1)
LW W e W
2(w? +1) 6(w? +9) 3w
2 2
o(s) = ud cos(wt) + — T3 Gin(we)

(w? +9)(w?+1) (w? +9)(w?+1)

— Let _|_ Le_?’t
4(w? +1) 4(w? +9)

Fazit: komplizierte Rechnungen, aber einfaches Losungskonzept!
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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.5 Stabilitat

Gegeben sei eine Differentialgleichung erster Ordnung

y'(t) =f(t,y(t)), y(t) eR”

mit hinreichend glatter rechten Seite f(t,y). Weiterhin sei y*(t) eine spezielle
Losung der Differentialgleichung.

Frage: Wie verhalten sich benachbarte Losungen y(t; ty, yo)?

Beispiel: Wir betrachten die beiden Anfangswertaufgaben

yi(t) = wnl(t) b y(t) = —ylt)
yi(0) = 0 ' y»2(0) = 0

In beiden Fillen ist die Losung y*(t) = 0. Die Lésungen y(t;0, yo) mit einer
Anfangsbedingung yy # 0 sind aber gegeben durch

y1(t) = yoe! — Fo0 bzw. vo(t) = yoe =0 fir t— oo
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Stabilitat von Loésungen.

Definition:

a)

Die Losung y*(t) heiBt stabil auf einem Intervall | C R, falls es zu ty € |
und € > 0 stets ein § > 0 gibt, sodass fiir alle yg mit |lyo — y*(to)|| < 9 gilt

ly(t; to,y0) — y* ()| < e fir alle t € [

Kann man § unabhingig von to wahlen, so nennt man y*(t) gleichmaBig
stabil auf /.

Ist die Losung y*(t) auf einem Intervall [a, 00) erklart, so heiBt y*(t) dort
asymptotisch stabil, falls y*(t) dort stabil ist, und es zu ty > a stets ein
d(tp) > 0 gibt, sodass fiir alle yg mit |lyo — y*(to)|| < 0 gilt

Jim {ly(t; o, y0) — y"(to)] = O

Die Losung y*(t) heiBt strikt stabil, falls y*(t) gleichmaBig und
asymptotisch stabil ist.
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Stabilitatsuntersuchung der Nulllosung reicht aus.

Bemerkung: Sei y*(t) eine Lésung der Differentialgleichung
y'(t) = f(t,y(t))

Setzen wir
z(t) :=y(t) —y*(t)

so erfiillt z(t) die Differentialgleichung
2'(t) = £(t, 2(t) + y" (1)) — f(t,y"(1)) = £°(t, 2(1))
Gleichzeitig sieht man sofort, dass z*(t) = 0 eine Lésung von
2'(t) = £*(t,2(t))
ist.

Statt der Stabilitdt von y*(t) kdnnen wir also — dquivalent dazu — die Stabilitat
der Nulllésung von 2'(t) = f*(t, z(t)) untersuchen.
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Stabilitatssatz | bei linearen Differentialgleichungen.

Fiir ein lineares Differentialgleichungssystem
y'(t) = A(t) y(t) mita <t < oo
und stetiger Matrix A(t) € R"*" sei Y(t) ein beliebiges Fundamentalsystem.

Satz: (Stabilititssatz 1)

1) Die Nullldsung y*(t) = 0 ist genau dann stabil auf dem Intervall [a, 00), falls
das Fundamentalsystem Y (t) auf / beschrankt ist.

2) Die Nulllésung y*(t) = 0 ist genau dann gleichmaBig stabil auf /, falls es
eine Konstante M > 0 gibt, sodass fiir alle t > ty > a gilt

IY(D)Y(t0) 1| < M

3) Die Nulllésung y*(t) = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, falls gilt:

Jim [¥Y()]| =0
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Ein weiteres Stabilitatskriterium.

Satz: Sei \(t) der groBte Eigenwert der Matrix A(t) + A(t)". Ist die Beziehung

/OO A(t)dt = —o0

to

erfiillt, so folgt fiir jede Losung y(t) der Differentialgleichung y’ = A(t)y
Jim y(t) =0,
d.h. y*(t) = 0 ist asymptotisch stabil.

Beweis: Wir berechnen

i 2 . i T . T T T T
dt\ly\l = dt( y)—(Ay) y+y (Ay) =y (A + A)y

< A)(y'y) = A() - |yl

Daraus folgt durch Integration

t
yl? < ||you2-exp( / A(T)df)
to
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Stabilitatssatz Il bei linearen Differentialgleichungen.

Satz: (Stabilititssatz I1) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem y’ = Ay
mit der konstanten Matrix A € R"*". Die Nulllésung y* = 0 ist genau dann

1) strikt stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt: Re()\;) < 0.

2) gleichmaBig stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt:
Re ()\J) <0 und Re ()\J) =0 = g()\j) = a(>\j)
3) In allen anderen Féllen ist die Nulllésung y*(t) = 0 instabil.

Beispiel: Die Nulllosung des Systems mit Koeffizientenmatrix

4 8 4
A= -1 —2 1
2 —4 —6

ist instabil, denn die Eigenwerte sind A\; = —4 und X\, = 0 (doppelter Eigenwert),
aber g(A2) =1 < a(\) = 2.
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Ein Beispiel zum Stabilitatssatz Il.

@ Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

(Ym0 () (3)

@ Der eindeutige Gleichgewichtspunkt ergibt sich als Losung des linearen

Gleichungssystems
1 -1 i . 5
1 1 v )\ 1

und ist gegeben durch y* = (3, -2)".

© Die Transformation z :=y — y* liefert das homogene System
7 = Az.
@ Die Eigenwerte von A lauten \;» = —1 £/ und damit ist y* strikt stabil.
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Das Kriterium von Routh und Hurwitz.

Satz: (Kriterium von Routh und Hurwitz) Gegeben sei das reelle Polynom

n
p(z) = Z axz" mit a, > 0.
k=0

Dann sind aquivalent:

1) Alle Nullstellen von p(z) haben negativen Realteil.

2) Es gilt ax > 0 fiir alle k =0,1,...,n, und alle Hauptunterdeterminanten der
(n, n)—Matrix
ai dg 0 0 ce 0
as az ar  do 0
H= ds dg as d» ce 0
aon—1 4dp—2 ... Ce ce dn

sind positiv. Dabei setzen wir a, = 0 fiir alle kK > n.
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Ein Beispiel zum Kriterium von Routh und Hurwitz.

Gegeben sei das Polynom mit strikt positiven Koeffizienten
p(z) =22°+42° + 5z +6

Wir stellen zunichst die Matrix H € R3*3 auf:

H=

O N Ol
o B~ O
N OC1 O

Die Hauptunterdeterminaten sind detH; = |5| =5 sowie

5 6 5 6 0
detH2:| > 4 ':8 und detH; =2 4 5 | =16
0 0 2
Also besitzen alle Nullstellen von p(z) einen negativen Realteil.
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Qualitatives Verhalten fiir ebene konstante Systeme.

Wir betrachten das homogene ebene System mit konstanten Koeffizienten
y' = Ay mit y(t) € R? und A € R?*2,

Weiterhin seien A\; und X, die Eigenwerte von A mit den zugehorigen
Eigenvektoren bzw. Eigen— und Hauptvektoren v; und vs.

Mit S = (v1,v2) und

,
(? f >1wBM#AwmaM=%mdM%:2
2

J=S"1AS =/

A1 B B
\ ( 0 o ) falls Ay = Ay und g(X\2) =1

erhalten wir fiir w(t) := S™1y(t) die Differentialgleichung w’(t) = Jw(t).
In der (wy, wy)—Phasenebene ergibt sich dann qualitativ das folgende
Stabilitatsverhalten: Fortsetzung auf Folie.
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Stabilitat bei nichtlinearen Differentialgleichungen.

Wir betrachten das nichtlineare autonome System

y'(t) = f(y(t))
wobei f(0) = 0 gelte, d.h. y* = 0 ist ein Gleichgewichtspunkt des Systems.

Stabilitatsuntersuchung mittels Linearisierung der rechten Seite
y'(t) = Ay(t) +g(y(t))
A = Jf0)
gly) = o(llyll) mitg(0)=0

Folgt aus Taylor—-Entwicklung der rechten Seite um den Entwicklungspunkt
y" =0,
f(y) = £(0) + Jf(0)y + g(y)
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Stabilitatssatz Il fiir nichtlineare Gleichungen.

Satz: (Stabilitatssatz Ill) Mit den obigen Voraussetzungen gilt.
1) Gilt fiir alle Eigenwerte A\; von A = Jf(0)

Re()\j) <0,

so ist y* = 0 ein strikt stabiler Gleichgewichtspunkt von y’ = f(y),
d.h. die Stabilitdt des linearisierten Systems iibertragt sich auf das
nichtlineare System.

2) Existiert ein Eigenwert )\; von A mit
Re()\j) > 0,

so ist der Gleichgewichtspunkt y* = 0 instabil, d.h. die Instabilitat des
linearisierten Problems iibertragt sich ebenfalls aus das nichtlineare
Problem.
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Wichtige Bemerkung zur Linearisierung.

Bemerkung: Die Stabilitatsuntersuchung eines nichtlinearen Systems mittels
Linearisierung funktioniert nicht, falls

© fiir alle Eigenwerte \ von A
Re(A) <0,

gilt
© und mindestens ein Eigenwert A mit
Re(A) =0

existiert.

Insbesondere spielt es bei Eigenwerten A mit Re(A) = 0 keine Rolle, wie es sich
mit der algebraischen und geometrischen Vielfachheit verhalt.

Und: Gerade mechanische Systeme, die ungedampfte Schwingungen beschreiben,
besitzen rein imaginare Eigenwerte.
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Beispiel: Das mathematische Pendel.

Das mathematische Pendel wird beschrieben durch die nichtlineare

Differentialgleichung

@z—%sind):—wzsind)

Dabei bezeichnet ® = ®(t) den Auslenkungswinkel zur Zeit t, | die Lange des
Pendels und g die Gravitationskonstante.

Mittels der Substitution _
y1 =& yo=9

erhalten wir das Differentialgleichungssystem erster Ordnung

yi = y
Yo = —w sin yg

Die Gleichgewichtspunkte sind gerade die Nullstellen der rechten Seite,

yik =km und yr =0 mit keZ.
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Beispiel: Linearisierung um den Gleichgewichtspunkt
v = (yik, yox) | = (km,0)" k € Z.

Wir linearisieren um den Gleichgewichtspunkt (yix, y2k) = (km,0), k € Z.

) = fnra) f0mm) (22270 ) +olly = yil)

=0

= Jf(kr,0) ( yl;
2

o 0 1 _)/1—/(7T
~ ( _uromskr 0 ) (717 ) +olly - wil)

~ (Ll o) (70T ) ety -wil)
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k”)+oWy—wm

Stabilitat des linearisierten mathematischen Pendels.

Die Linearisierung ergibt sich das lineare System
i = 2
Y2 = —w2(—1)k()/1 — k)

Wir berechnen die Eigenwerte der (konstanten) Koeffizientenmatrix

A= (el o)

A 1
—w?(=1)k A

Es gilt
' = A% 4+ w?(=1)F

Fiir die Eigenwerte folgt daraus

+iw : falls k gerade
A1 =
+w : falls k ungerade
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Stabilitat mittels Ljapunov—Funktionen.

Wir betrachten wieder das nichtlineare autonome System

y'(t)=f(y(t))  mit f(0)=0

Qefinition: Eine C'-Funktion V : D — R, D C R, heiBt Ljapunov—Funktion auf
K:(0) C D fir f(y), falls gilt

a)
V(0)=0
V(y) >0 firy#0undyc K,(0)

b)
(VV,f(y)) <0 fiiralley € K,(0)

Gilt in b) sogar
b’)
(VV,f(y)) <0 fir alley mit 0 < ||y|| < r

so nennt man V/(y) eine strenge Ljapunov—Funktion.
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Stabilitatssatz IV mit Ljapunov—Funktionen.

Satz: (Stabilitatssatz 1V)

1) Existiert eine Ljapunov—Funktion V(y) von f(y), so ist die Nulllésung
y* = 0 ein gleichmaBig stabiler Gleichgewichtspunkt.

2) Ist V(y) zudem eine strenge Ljapunov—Funktion von f(y), so ist die
Nulllosung y* = 0 ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.

Beweisidee: Wir berechnen die Zeitableitung der Funktion V/(y(t))

Vi) = grad(Viy(e) - ¥'(1)
= grd(V(y(1)) - f(y(1)
= (VV.F(y)

Ist V eine (strenge) Ljapunov—Funktion, so ist V = V/(y(t)) (streng) monoton
fallend.
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Instabilitat und Ljapunov—Funktionen.

Bemerkung: Wir betrachten wieder die autonome Gleichung
y'(t)=f(y(t))  mit £(0) =0,

d.h. die Nulllésung y* = 0 ist ein Gleichgewichtspunkt.

Existiert eine C!-Funktion V/(y) mit den Eigenschaften
V(0)=0
V(y) >0 firy#0undy € K,(0)

und
(VV, f(y)) >0  firalleymit0<|y| <r

so ist y* = 0 ein instabiler Gleichgewichtspunkt.
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Ein Beispiel zu Ljapunov—Funktionen.

Wir betrachten das nichtlineare System

X = —xX>+y
y = —x-y
Der Nullpunkt ist ein isolierter Gleichgewichtspunkt des Systems.

Mit dem Ansatz
V(x,y) = ax®>+ by? a,b>0

gilt offensichtlich

V(0,0) =0 und V(x,y) > 0fiir(x,y) # (0,0)
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Fortsetzung des Beispiels.

Weiter berechnet man

(VV(x).f(x,y)) = <( " ) ( I )>

—x—y
= 2ax(—x> +y) +2by(—x — y°)
= —2ax* + 2axy — 2bxy — 2by°
Setzt man a = b > 0, so folgt
V(x,y) = —2ax* — 2by°
d.h. V ist eine strenge Ljapunov—Funktion und der Nullpunkt ist ein

asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.
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Ljapunov—Funktion fiir das mathematische Pendel.

Beim mathematischen Pendel

yi = ¥
. _ 2 .
o = —wlsiny

setzt man 1
Viyr,y2) = §y22 + w2(1 — Ccos y1)

Damit gilt V(0,0) =0 und V/(y1,y») > 0 fiir (y1,y2) € K.(0), r < 7. Weiter

berechnet man
w? sin y; ¥2
<V\/,f> - << Vo ’ —w2siny1 > =0

Also ist V eine Ljapunov—Funktion auf K,(0) und der Nullpunkt ist ein stabiler
Gleichgewichtspunkt. Allerdings ist V' keine strenge Ljapunov—Funktion, denn der
Urspung ist auch nicht asymptotisch stabil.
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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.1 Aligemeines

Wir betrachten ein System gewohnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung:

y'(t) = f(t,y(t)),  mity(t) e R".

Dabei sei f(t,y) auf einem Gebiet D C R"*! hinreichend oft stetig
differenzierbar.

Anfangswertaufgabe: Gebe Losung zur Zeit t = a vor

y(a) = yo

Randwertaufgabe: Zur Festlegung einer Losung y(t) werden nicht alle
Komponenten y; an einer Stelle vorgegeben wie oben, sondern

gewisse Komponenten y; an verschiedenen Stellen t = a, b, c, . ..
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Typische Beispiele zu Randwertaufgaben.

© Sturmsche Randwertaufgaben
y"(t) + ai(t)y'(t) + aoy(t) = h(t)
ary(a) + ay'(a) = di
Bry(b) + Bay'(b) = d»
© Lineare Randwertaufgaben
{ y(£) = A()y(t)+h(t)
B.y(a) + Byy(b) = d
© Allgemeine Zweipunkt—Randwertaufgaben

{ y'(t) = f(t,y(t))
r(y(a),y(b)) = 0

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 146 / 200



Randwerte entscheiden liber die Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung.

Beispiel: Wir betrachten die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
gegeben durch
y"+y=0.

© Die Randwerte .

y(0)=0 und y(a) ~1

ergeben die eindeutig bestimmte Ldsung y(t) = sin t.

@ Keine Losung existiert fiir die Randwerte
y(0)=0  y(m) =1

© Fir die Randwerte
y(0)=0  y(m)=0

gibt es unendlich viele Losungen y(t) = csint mit einem beliebigen ¢ € R.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 147 /200

Existenzsatz fiir lineare Randwertaufgaben.

Satz: Gegeben sei die lineare Randwertaufgabe
y'(t) = A(t)y(t)+h(t)
B.y(a) + Bpy(b) = d

mit stetigen Funktionen A(t),h(t), t € R. Weiterhin sei Y(t) ein beliebiges
Fundamentalsystem zu y’ = A(t)y. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) Die Randwertaufgabe ist fiir alle stetigen Inhomogenitaten h(t) und
Randwerte d stets eindeutig |osbar.

2) Die zugehdrige Randwertaufgabe
y'(t) = A(t)y(t) +h(1)
{ B.y(a) + Buy(b) = 0
hat nur die triviale Losung y(t) = 0.

3) Die Matrix
E = B,Y(a) + B,Y(b) € R™"

ist regular.
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Unser Beispiel: Die Differentialgleichung y” 4+ y = 0.

Wir schreiben die Gleichung zweiter Ordnung zunachst als ein System und
bestimmen anschlieBend das zugehorige Fundamentalsystem:

Y(t):( cost sint)

—sint cost

Damit folgt:

E = B.Y(0)+ByY(b)
_ 1 0 1 0 4 0 0 cosb sinb
o 0 0 0 1 1 0 —sinb cosb
B 10
o cosb sinb

Die Matrix E ist demnach reguldr fiir b = 7 /2 und singular fiir b = .
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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.2 Grundbegriffe der Variationsrechnung
Problem der Brachistochrone (Johann Bernoulli, 1696):

Man bestimme eine differenzierbare Funktion y = y(t) mit
Randbedingungen y(a) = ya., y(b) = yp, sodass das Integral

"1+ ()2
i '_/a \/ vy "

Interpretation: Das angegebene Funktional /[y]| beschreibt — bis auf einen
Vorfaktor — die Zeit, die ein Massenpunkt bendtigt, um unter dem Einfluss
der Schwerkraft entlang der Kurve y = y(t) von Punkt A = (a, y,) zum
Punkt B = (b, yp) zu kommen.

minimal wird.
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Allgemeine Formulierung einer Variationsaufgabe.

Gesucht ist eine differenzierbare Funktion y : [a, b] — R, die die
vorgebenenen Randbedingungen

y(@)=ya y(b)=yw

erfiillt und gleichzeitig ein Funktional der Form

b
i) = / (£, y ()Y (1)) dt

minimiert.
Ziel: Wir suchen eine Randwertaufgabe, die zu der oben formulierten

Variationsaufgabe dquivalent ist.
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Zur Losung des Variationsproblems (Lagrange, 1755).

Sei yp(t) die Losung des allgemeinen Variationsproblems und h : [a, b] — R eine
beliebige differenzierbare Funktion mit

h(a) = h(b) = 0

Setzen wir y(t,¢) als
y(t,€) == yo(t) + eh(t),

so besitzt die Funktion

J(e) = Iy( )] = Iyo + eh]
im Punkt € = 0 ein Minimum, denn yy(t) 10st das allgemeine Variationsproblem.

Da J(g) eine skalare Funktion der reellen Variablen ¢ ist, gilt als notwendige
Bedingung fiir einen (lokalen) Extremwert (nach Analysis I)

dJ
—(0)=0
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Die erste Variation ¢/.

Definition: Der Ausdruck &/ definiert durch

d
ol - = —1I h
de [vo + ¢ ]g:o

heiBt die 1. Variation des Funktionals /[y].

Damit man eine Losung des Variationsproblem erhilt, muss 6/ = 0 gelten.

Bemerkung:

@ Die Funktion p
Sy(t) = 5= y(£,)]._ = h(1)

nennt man auch die 1. Variation der abhangigen Variablen.

@ Die erste Variation 0/ entspricht der Richtungsableitung von /[y] in
Richtung h an der Stelle yy.
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Berechnung der ersten Variation

Die 1. Variation berechnet man wie folgt.

d [P
5 = E/ f(t,vo+eh,y,+eh’)dt

e=0

b
- / f;/(tvy07y(l))h(t)+ 5/'(t7)/07y(/))'h/(t)/ dt

Partielle Integration

b
d b
- / (fy(tv )/07)/(/)) - Efy/(ta y07y6)> ) h(t)dt + fy/(tLyOa)/(;) ) h(t) )

~"

=0

b
d
= [ (Bt - Gten)) - noee

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 154 /200



Das Fundamentallemma der Variationsrechnung.

Wir erhalten also aus Bedingung 6/ = O:

b
d !
/ (f;/(tvyan(/))_ aﬂ/’(nyan(l))) h(t)dtzo
Da h(t) beliebig ist, folgt das Fundamentallemma der Variationsrechnung

d e
£, (t, 0, ¥0) — Efyf(t,yo,yé) —0 fira<t<b

Satz: Jede Losung der oben definierten Variationsaufgabe ist zugleich eine
Losung der Randwertaufgabe

d
fy(t,yo,yé)—afy'(t,yo,yé) = 0

vo(@)=ya  yo(b) =yb
Die Differentialgleichung nennt man die Euler—Lagrange—Gleichung.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 155 /200

Explizite Form der Euler—Lagrange—Gleichung.

Wegen

%fy/(t, Y0, ¥9) = fyre(t, y0. %6) + fyry (8, ¥0, ¥0) - vo + fryr (E, 0, ¥9) - %6
|aBt sich die Euler—Lagrange Gleichung unter der Regularitatsbedingung
fyry (t, Y0, %) # 0
nach y§ auflésen und damit in der expliziten Form

v By (8 y0,¥0) — fre(t, 0, %0) — By (£, 0, %) - o
0 f;//y/(tv.y07y(/))

schreiben.

Bemerkung: Die Gleichung 1aBt sich in zwei Spezialfallen vereinfachen:
@ die Funktion f ist unabhangig von y, d.h. f = f(t,y’),
@ die Funktion f hdngt nicht explizit von t ab, d.h. f = f(y,y’).
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/wei Spezialfille der Euler—Lagrange Gleichung

© Haingt f nicht von y ab, f = f(t,y’) so lautet die Euler-Lagrange Gleichung

Efy'(ta)’m)’é) = 0.

Dies bedeutet aber fiir alle a <t < b
f, (t, yo, o) = const.
@ Hangt f nicht explizit von t ab, so gilt fiiralle a<t < b

H:=f —f,y = const.

denn
d d d
HE) = S (F =) =6y +fy" = <afyf> y' = fyy”
d
- (r-ge)y-o
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Beispiel: Das Problem der Brachistochrone.

Gesucht ist eine C!—Funktion y(t), die das Funktional

] _/ \/1+(y ()7,

unter den Nebenbedingungen

y(@) =y, und y(b)=

minimiert.
Der Integrand von /[y] hdngt nicht explizit von t ab, wir bestimmen daher die
Hamilton—Funktion:

H = f—fy

\/1+(yf(t)>2_ \/ ooy VO
Ya = y(t) L+ (y' (1) ya—y(t)
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Fortsetzung des Beispiels.

Fiir die Hamilton—Funktion gilt

g \/1+(yf(t)>2_ \/ () VO

Ya—y(t) 1+ (y'()* ya—y(t)

1 1
= = ¢; = const.

VIF 02 Yy —y(©)

Daraus erhalten wir die Differentialgleichung

y,\/QC—(ya—y) mit2c:i>0

Ya—Y C12

Eine Trennung der Variablen ergibt dann die implizite Darstellung

y
Ya—1]
dn=1t-—a,
/ya \/2(:_()/3_77)

eine Zykloide (sieche Band 1, Beispiel 14.2.2).
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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.3 Lineare Randwertprobleme zweiter Ordnung

Wir betrachten eine lineare Randwertaufgabe zweiter Ordnung

Lly] = y"(t)+ai(t)y'(t) + ao(t)y(t) = h(t)
Rily] = aiy(a)+ By’ (a) +11y(b) + d1y'(b) = di
Rolyl = any(a) + Bay’(a) + 72y(b) + b2y’ (b) = da

Damit das oben stehende System eine Losung hat, nehmen wir an, dass die
zugehorige homogene Randwertaufgabe

Ly]=0,  Rily]=FRely]=0
nur die triviale Losung besitzt.

Beobachtung: Das Problem 3Bt sich stets auf ein Problem mit homogenen
Randbedingungen zuriickfiihren.
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Riickfiihrung auf homogene Randbedingungen.

Sei yo(t) eine C?>~Funktion mit
Rilyo] = di und Rslyo] = db>

d.h. yo(t) erfiillt die gegebenenen Randbedingungen.
Wir setzen dann

z(t) == y(t) — yo(1)
Folgerung:
Lost y(t) das Problem

Lly] = h(t), Rily] = di, Roly] = da,

so 6st z(t) das homogene Randwertproblem

L[z] = h(t) := h(t) — Llw](t),  Ri[2] =0,  Refz] =0
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Die Greensche Funktion bei Randwertaufgaben.

© Randwertaufgaben 2. Ordnung mit homogenen Randbedingungen
lassen sich stets mit Hilfe der Greenschen Funktion |6sen.

© Dabei erhalt man die Losungsdarstellung

b
y(t) = / G(t, 7)h(7) dr

mit der Greensche Funktion G(t,7) und a < t,7 < b.

© Entscheidender Vorteil: Die Greensche Funktion hangt nur vom
Differentialoperator L[y] ab, aber nicht von der Inhomogenitat h(t).

©Q Ist die Greensche Funktion fiir den Differentialoperator L[y] bestimmt,
so lassen sich die Losungen mit beliebiger Inhomogenitat in der
obigen Form darstellen.
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/ur Konstruktion der Greenschen Funktion.

Wir nehmen an, dass G(t,7) auf den beiden Mengen
Di={(t,7)|a<7<t<b} und Dr:={(t,7)|a<t<7<b}

glatt ist, d.h. sich als eine C>~Funktion auf den Rand fortsetzen lisst, dass
jedoch G(t, ) fiir t = 7 Spriinge haben kdnnen.

b
() = /G(t,T)h(T)dT

¢ b
y'(t) = %{/ G(t,T)h(T)dT+/t G(t,T)h(T)dT}
— /b Ge(t, T)h(T) dT + [G(t,t7) — G(t,tT)] h(t)
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Fortsetzung der Konstruktion der Greenschen Funktion.

Wir verlangen nun

G(t,t7)— G(t,tT) =0
das heiBt G(t, ) ist stetig fiir t = 7.

Fiir die zweite Ableitung gilt dann

b
V(1) :/ Gee(t, 7)h(r) d7 + [Gelt, t7) — Gelt, t4)] h(t)
und daher
b
Lly](t) = / LIG(-, D)](t)h(T) dT + [Gt(t, t7) — Ge(t, t+)} h(t)
Wir fordern daher fiir die Greensche Funktion G(t,7)

L[G(-,7)]=0  und Ge(t, t7) — Ge(t, tT) =1
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Losungsdarstellung mit Hilfe der Greenschen Funktion.

Satz: Sei G(t,7) eine Funktion G(t, ), die die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt.

@ Die Funktion G(t,7) ist stetig auf [a, b]?> und l3sst sich auf D; und D, als
C?-Funktion fortsetzen.

© Die Funktion G(t, 1) erfiillt bei festem 7 die homogene Differentialgleichung
L[G(-,7)] =0 fiir t € [a,7] und t € [r, b] sowie die Randbedingungen

R«[G(-,7)] =0, fir k =1,2.
© Die Funktion G(t,7) erfiillt die Bedingung

Ge(t,t7) — Ge(t, t7) = 1.

Dann ist die Losung y(t) des Randwertproblems gegeben durch

b
y(t) = / G(t, 7)h(r) dr
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Verfahren zur Konstruktion einer Greenschen Funktion.

© Ist y1(t), y2(t) ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung, so
machen wir den Ansatz

G(t,r) = { (a1(t) + ba(t))ya(t) + (a2(t) + ba(t))y2(t) : 7 <t
) (al(t) - bl(t))yl(t) + (az(t) — b2(t))y2(t) L o>t

@ Die Stetigkeit und Sprungbedingung an G(t, 7) liefert dann

bi(t)y1(t) + bo(t)y2(t) = O
1
bi(t)y1(t) + ba(t)ya(t) = 3
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiir by (t) und by(t) mit regularer

Koeffizientenmatrix.

© Die Randbedingungen ergeben schlieBlich ein lineares Gleichungssystem fiir
die beiden GroBen ap(t) und ax(t), das ebenfalls eindeutig I6sbar ist.
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Ein Beispiel zur Greenschen Funktion.

Gegeben sei das Randwertproblem

y'(t) +y(t) = h(t)
y(0) —y(m) = 0
y'(0)=y'(m) = 0

Ein Fundamentalsystem ist y;(t) = cost und y»(t) = sin t.
Unser Ansatz fiir die Greensche Funktion lautet daher

c [ (@(t) + bu(t))cost + (ax(t) + bo(t))sint T <t
)= (a1(t) — b1(t)) cost + (az(t) — bo(t))sint : 7>t

Die Koeffizienten by(t) und by(t) I6sen das lineare Gleichungssystem
bi(t)cost+ by(t)sint = 0

1
—by(t)sint + bp(t)cost = =
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Fortsetzung des Beispiels.

Das lineare Gleichungssystem

bi(t)cost + by(t)sint = 0

—by(t)sint + by(t)cost =

N| —

kann wie folgt aufgelost werden:

Multipliziere die erste Gleichung mit sin t sowie die zweite Gleichung mit cos t
und addiere. Wir erhalten damit

1
(sin t + cos? t)by(t) = 5 cost

und daraus folgt

1
by(t) = 5 cost

Durch Einsetzen dieser Losung ergibt sich b;(t) als
1
bi(t) = ~5 sin t
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Fortsetzung des Beispiels.

Wir setzen nun G(t,7) in die vorgegebenen Randbedingungen ein:

Man berechnet

G(0,7) = (ai(7)+ b1(7)) cost|,_y + (a2(7) + bo(7)) sint|,_,

= a1(7) + bi(7)
G(m,7) = (ai(7)+ bi(7)) cost|,__+ (ax(7) + ba(7)) sint|,__
= ~(aM) +ham)

G:(0,7) = —(au(7) + bu(7)) sint],_o + (a2(7) + ba(7)) cos t[ .

= ax(7) + ba(7)

Ge(m,7) = —(ai(r) + bi(7)) sint|,__ + (a2(7) + ba(7)) cos t|,__
= —(a(r) + b()
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Komplettierung des Beispiels.

Damit ergibt sich

G(0,7) — G(m,7) = (al(T) _ bl(T)> + <al(7) + bl(T)) L0

Go(0,7) — Ge(m,7) = (32(7) _ b2(7)> n (az(f) n bz(f)) Lo

Daraus folgt aber a;(7) = a»(7) = 0 und die Greensche Funktion lautet

G(t,T):{ ssin(t—7) @ 7<t

—isin(t—71) : T>t

Die Lésung der Randwertaufgabe ist dann gegeben durch

t

y(t) = %/0 sin(t — 7)h(r) d7 — %/ﬂsin(t—T)h(T) dr

Beachte: Die Losungformel gilt fiir beliebige Inhomogenitaten h(t).
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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.4 Eigenwertaufgaben

Gegeben sei ein homogenes lineares Randwertproblem n—ter Ordnung

L[y] = y(n)(t) + an—1(t7 )‘)y(n_l)(t) Sl aO(t7 /\)y(t) =0
n—1
Rely] = Z (ak,/y(l)(a) + Bk,/y(/)(b)> =0, k=1,2,...,n
1=0

Die Koeffizienten der Differentialgleichung und die Randbedingungen hangen von
einem Parameter A € R oder C ab.

Ziel: Wir suchen nach nichttrivialen Losungen des Problem:s.

Sei y1,...,y, ein Fundamentalsystem von L[y]|. Dann hdngen die y, auch von A
ab, d.h. yx = yk(t, \) und eine Lésung lasst sich als Linearkombination darstellen

)/(t) - Z Ck)/k(ta )‘)
k=1
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4.4 Eigenwertaufgaben

Die Linearkombination

y() =) awi(t,N)

ist eine Losung, falls die Randbedigungen

Rlyl=> aRilwl=0, j=1,....n
k=1

erfiillt sind. Dies ergibt fiir die Koeffizienten ¢y, ..., c, ein homogenes lineares
Gleichungssystem mit Systemmatrix
Ribal - Rulya
E(N) = |
Ralyal .- Ralya]

Es existieren also genau dann nichttriviale Losungen y(t) # 0, falls gilt
D(\) :==detE(A\) =0
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Eigenwerte und Eigenfunktionen.

Definition: Die Werte A\ € R bzw. C mit D(A) = 0 heiBen Eigenwerte der
Randwertaufgabe. Die zugehorigen nichttrivialen Lésungen nennt man die
zugehorigen Eigenfunktionen. Diese sind héchstens bis auf skalare Vielfache
eindeutig.

Bemerkung: Die Bedingung D(\) = 0 ist im Allgemeinen ein nichtlineares
Nullstellenproblem mit unendlich vielen Lésungen.

Eigenwertprobleme lassen sich in nichtlineare Randwertaufgaben transformieren.
Wir setzen dazu y,y1(t) := A und finden dann

y(t) = —an1(t,ya)y" V() = — ao(t, yar1)y(t)
y,/7+1 = 0
Rely,yni1] = O firk=1,2,...,n
y'(@) = 1 (Normierung)
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Beispiel.

Wir betrachten die Randwertaufgabe
Y '+ Xy =0,  y(0)=y(1)=0
Die allgemeine Lésung der Differentialgleichung lautet:
y(t) = ¢ cos(At) + ¢ sin(At)
Die Randbedingungen ergeben dann
y(0)=0 = ¢ =0
y(1)=0 = csin(At) =0
Fiir die Eigenwerte ergibt sich demnach
Ak = km, ke Z\ {0}
mit zugehodrigen Eigenfunktionen
yi(t) = sin(Akt)
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Beispiel.

Wir betrachten die Randwertaufgabe
y'+ XNy =0,  y(0)=0, y(1)-y'(1)=0
Die allgemeine Lésung der Differentialgleichung lautet:
y(t) = ¢ cos(At) + ¢ sin(At)
Die Randbedingungen ergeben dann

y(0)=0 = ¢ =0
y(1)—y'(1)=0 = cz(sin()\t) - Acos(At)) =0

Die Eigenwerte sind die Losungen der nichtlinearen Gleichung A = tan A mit
zugehorigen Eigenfunktionen

sin()\kt) M #O0
rlt) = t . A=0
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Kapitel 5. Numerische Verfahren fiir Anfangswertaufgaben

5.1 Aligemeines

Gegeben sei die skalare Anfangswertgabe

{Y'(t) = f(t,y(t))
y(a) = Ya

Wir wollen die Losung y(t) an einer Stelle b > a berechnen.

Kann man die Losung nicht explizit durch Integration bestimmen, so verwendet
man ein Diskretisierungsverfahren. Wir definieren dazu eine Zerlegung des
Integrationsintervalls

a=t<fh < --<tp=0>b

sowie die Naherungen
Yj%y(tj), j=0,....,m

Man nennt h; := tj;1 — t; die Schrittweite des Diskretisierungsverfahrens.
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Numerischer Integrator und Klassifikation.

Definition: Das Verfahren zur Bestimmung einer Ndherungslosung (Yo, ..., Ym)
bezeichnet man als Numerischen Integrator.

Numerische Verfahren lassen sich bestimmten Klassen zuordnen:

© Einschrittverfahren
Yirr = Y+ hj &), Y, hy)

Man nennt ® die Verfahrensfunktion.

© Mehrschrittverfahren
\/j—Fl:q)(’/j?"'a»/j—k)? kEN

Man verwendet die bereits berechneten Naherungen Yj, ...,

X
x

© Extrapolationsverfahren
Kombiniere ein Einschritt— bzw. Mehrschrittverfahren aus 1) und 2) mit
verschiedenen Schrittweiten und extrapoliere das Ergebnis.
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Wichtige Fragen zur Qualitat eine Integrators.

© Es gelte Y = y(tj). Welchen Fehler machen wir im nachsten
Integrationsschritt, d.h.

ly(tiy1) — Y| =7

@ Wenn wir die lokalen Fehler |y(tj+1) — Yj+1| kontrollieren kdnnen, was gilt
dann zur Zeit t = b, d.h.

y(b) — Ym| =7

Insbesondere, wenn wir h; — 0 wahlen, d.h. konvergiert das Verfahren im
Grenzfall h; — 07

© Gibt es eine geeignete Wahl fiir die Schrittweite h;, so dass der
Approximationsfehler — etwa im Vergleich zum Rechenaufwand — minimal
wird.
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Kapitel 5. Numerische Verfahren fiir Anfangswertaufgaben

5.2 Einschrittverfahren

Das Eulersche Polygonzugverfahren ist das einfachste Einschrittverfahren
und lautet
Yirn =Y+ hi f(1;,Y))

Das Verfahren entsteht aus der Approximation

y'(ty) =f(t;, Vi) = —(Yjp1 = Y))

1
hj
Geometrische Deutung:

Zur Berechnung des Wertes Y laufe ich immer ein kurzes Stiick in

Richtung der Tangente im Punkt Y}, d.h. entlang der Geraden mit
Steigung f(t;, Y;).
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/weil weitere Einschrittverfahren.

Verfahren von Heun: Wahle den Mittelwert zweier Steigungen

Kl = f(tj, YJ)
Ka = f(ti+h;, Y+ hiKi)
1 1
Yisrn = Yj+h; <§K1+ §K2>

Das modifizierte Euler—Verfahren: (Lothar Collatz, Hamburg, 1960)

Wahle eine mittlere Steigung

Kl = f(tj, \/J)
h; h;
K2 = f(tj—l—EJ,\/jﬁ—EJKl)
Vi = Vi bk
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Der lokale Diskretisierungsfehler.

Definition: Gegeben sei die Ndherung (t;, Y;) und ein Einschrittverfahren in der
Form
Yisr = Yi+ hj &L, V), hy)

Sei z(t) die Losung des (lokalen) Anfangswertproblems

Z(t) = f(t,z(t)),  z(y) =]

a) Das exakte Inkrement ist gegeben durch

_zZ(ti+h) =Y
T h

b) Man nennt dann
7(tj, Yi, h) = A(t;, Yj, h) — &(tj, Yj, h)
den lokalen Diskretisierungsfehler.
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Konsistente Verfahren und Verfahrensordnung.

Definition: (Fortsetzung)

c) Das Einschrittverfahren heiBt konsistent, falls fiir alle hinreichen oft stetig
differenzierbaren rechten Seiten f(t, y) gilt:

/ETOT(tb Yja h) =0

Das Einschrittverfahren besitzt die Ordnung p, falls gilt:
(¢, Yj, h) = O(h?)

d.h.
3C,hg>0 : Vhe(0,h] : |7(t;, Y, h)| < CHP

Bemerkung: Man kann den lokalen Diskretisierungsfehler auch als
1
(4, Y5 h) = 3 (2(t11) = Yin)

darstellen, d.h. 7 ist der Integrationsfehler pro Schrittweite.
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Berechnung der Konsistenzordnung.

Man verwendet dazu die Taylor—Entwicklung von z(t + h) um h = 0:

z(t+h)=z(t)+ Z'(t)h + z”(t)%2 +...

Nun gilt neben z(t) = Y
Z(t) = f(t,2(1))
Z'(t) = f(t,z)+ 1,(t,2)2' = fi(t, z) + £,(t,2)f(t, 2)
23(t) = fu+2f,f+ £, P+ ff, +fd
Wir erhalten daher fiir A(t,y, h) = (z(t + h) — Y)/h den Ausdruck

h h?
A= 4 S+ )+ (fi b 26y F 4 £y 24 £fy + £2d) + O(1),
wobei die rechte Seite an der Stelle (t,z(t)) = (t, Y) ausgewertet wird.
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Beispiele.

© Beim Euler—Verfahren gilt & = f(t, Y) und daher

h h
T=A—-®=Ff+ (it )+ O(h) - =Z(f+1ff)+ O(F)
Das Verfahren ist also konsistent erster Ordnung.

@ Beim Verfahren von Heun gilt

® = Z(f(t,Y)+f(t+h Y +hf(t,Y))

N| — N| —

<f(t, Y)+f(t,Y)+ g(ft(t, Y)+£,(t, Y)F(t,Y)) + O(h2))

Daraus folgt
T=A—®=0(h)

Das Heun—Verfahren ist ein konsistentes Verfahren zweiter Ordnung.

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 184 /200



Konvergenzsatz.

Satz: Die exakte Losung des Anfangswertproblems
y'(t) =f(ty(1),  y(a) =y
existiere im Intervall [a, b]. Das Einschrittverfahren der Form
Yisr = Y+ hj &8, V), hy)

sei konsistent und besitze die Ordnung p mit |7(t, Y, h)| < ChP.

Ferner sei die Verfahrensfunktion & Lipschitz—stetig beziiglich Y
|®(t, Y, h) — &(t, Y, h)| < L|Y — Y]

Dann gilt fiir die mit dquidistanter Schrittweite h = (b —a)/m, m € N,
berechneten Naherungen Y, = Y(b; h) von y(b):

Y (b h) — y(b)| < % (o= 1) cw
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Runge—Kutta—Verfahren.

Die allgemeine Form eines Runge—Kutta Verfahrens mit Stufenzahl s lautet
)
Yin = Yi+h ) cKi(y, Y h)
i=1

Ki(t,Y,h) = f(t,Y)

i—1
Ki(t,Y,h) = f(t+a;h,Y+th,-/K/)

=1
Schreibweise als Butcher—Schema

0
ax | b
as | ba1  bap

ds bsl bs2 <. bs,s—l
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@ Das Verfahren von Heun (p = 2) als Butcher—Schema

0
1

NI | =
N[

@ Das modifizierte Euler—Verfahren (p = 2) als Butcher-Schema

‘ NIR O
N

o
—

«O0r «F)>» « =)» «

it
v
it

Ay

@ Die Kutta—Regel (p = 3)

= N~ O

[y
WIN| N

1
6

@ Das klassische Runge-Kutta—Verfahren (p = 4)

0
111
2|2
1 1
210 2
110 0 1

11 11

6 3 3 6

«O> «F>» «E» « > = Qo>



Runge—Kutta—Fehlberg—Verfahren.

Man kombiniert zwei RK—Verfahren der Ordnung p und p 4+ 1, um eine
automatische Schrittweitensteuerung zu generieren:

z(tj +h) — Yin
h

= Ch” + O(hPT)

G

z(tj+h) — Yin
h

— O(hP—H)

Daraus folgt aber

7(t;, Y;, h) ~ ChP ~ w = Test
Wa3ihle die Schrittweite stets so, dass
Test < TOL
mit gegebener Genauigkeitstoleranz TOL gilt.
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Allgemeine Form der RKF—Verfahren.

Die allgemeine Form ist gegeben durch

\/j—f-l = \/j‘f‘hjzciKi(tja»/j?hj)
i=1

N

S
Vi = Yi+h Y &Ki(g, Y, h)
i=1

i—1
K,'(l'7 Y, h) = f <t+3ih,Y+th;/K/>

I=1
Beispiel: Das RKF2(3)-Verfahren nach Erwin Fehlberg (1969)
0
1 1
1/2 | 1/4 1/4
p=21|1/2 1/2
p=3|1/6 1/6 2/3
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Beispiel.

Das RKF4(5)-Verfahren nach England (1969)

0
11 1
2 2
11 1 1
2 4 4
110 -1 2
2 7 10 5 1
3 27 27 27
1128 1 546 54 378
5 | 625 5 625 625 625
1 2 1
s 0 3 5 O
14 0 0 35 162 125
336 336 336 336
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Kapitel 5. Numerische Verfahren fiir Anfangswertaufgaben

5.3 Anfangswertmethoden fiir Randwertprobleme

Das einfache SchieBverfahren (Shooting Method) Wir betrachten ein
Randwertproblem zweiter Ordnung der Form

y' = f(t,y,y)
y(a) = Ya
Y(b) = Wb

Idee des SchieBverfahrens: Kombiniere ein numerisches Verfahren fiir das
zugehorige Anfangswertproblem

y' = f(t,y,y)
y(a) = Ya
y'(a) = =z

mit einem iterativen Prozess beziiglich des freien Parameters z, um die rechte
Randbedingung zu erfiillen, d.h.

y(b) =y
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Das einfache SchieBverfahren und ein Nullstellenproblem.

Bezeichnen wir mit y(t; z) die Lésung des Anfangswertproblems, so fiihrt das
SchieBverfahren auf ein Nullstellenproblem der Funktion

F(z) :=y(b:z) — y»
Beispiel: Fiir die Randwertaufgabe
y'=-y, y(0)=4 y(1)=1
erhalten wir das zugehorige Anfangswertproblems
y'=-y, y(0)=4, y(0)=z

die Losung
y(x) = zsin x + 4 cos x

Die Funktion F(z) lautet daher

F(z) =zsinl+4cosl—1
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Losung des Nullstellenproblems.

Zur Losung des Nullstellenproblems F(z) = 0 haben wir zwei Verfahren
kennengelernt.

@ Das Bisektionsverfahren Seien z; und zp zwei Punkte mit
F(z1) - F(z2) < 0. Wir berechnen dann

1
73 = 5(21 + z0)

Falls F(z1) - F(z3) < 0 so setzen wir z; = z3, ansonsten z; = 2.

© Das Newtonverfahren Wir verwenden die lterationsvorschrift

- F(zk)
ST AT i)

Das Newton—Verfahren konvergiert im Allgemeinen quadratisch, aber
man muss die Ableitung F’(zx) berechnen.
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Allgemeine Zweipunkt—Randwertprobleme.

Fiir y(t) € R" sei die Randwertaufgabe
{ y'(t) = f(t,y(t))
r(y(a),y(p)) = 0
gegeben.

SchieBverfahren: Betrachte das Anfangswertproblem

{y’(t) = f(t,y(1)), y(t) eR"
y(a) = zeR”

mit der Losung y(t; z).
Das aquivalente Nullstellenproblem lautet jetzt:
F(z) . =r(z,y(bz)) =0

Die Funktion F: D — R", D C R" ist glatt, falls r(u,v) und f(t,y) hinreichend
oft stetig differenzierbar sind.
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Losung des zugehorigen Nullstellenproblems.

Zur Losung des Nullstellenproblems F(z) = 0 verwendet man etwa das geddmpfte

Newton—Verfahren aus Analysis Ill: fir Kk =0,1,2,... berechnet man

J(Z) - AZF = —£(2¥)
K = 2K 4\ AZF

Dabei ist die Jacobi-Matrix Jf(z) gegeben durch

Jf(z) = B,+B,-Y(b)
B, = agr(u, v)
u (z.y(biz))
B, = gr(u, V)
v (z.y(biz))
s,
Y(b) := Ey(b, z)

Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 196 / 200



Ein Beispiel, bei dem das SchieBverfahren nicht
funktioniert.

Wir betrachten das Randwertproblem

y” = Asinh(\y)
y(0) = 0
y1) =1

Fir A\ =5 besitzt die zugehorige Anfangswertaufgabe

y"” = Asinh(\y)
y(0) = 0
y'(0) = z

nur fiir |z| < 0.05 eine Losung, die auf dem ganzen Intervall [0, 1] existiert.

Fiir die tatsachliche Losung der Randwertwertaufgabe gilt

z* = 0.0457504...
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Ein Beispiel, bei dem die Losung beziiglich z stark variiert.

Wir betrachten das Randwertproblem

y'=12y+y",  y(0)=y(10) =1
Die allgemeine Lésung der Anfangswertaufgabe kann man explizit berechnen:

421 — 22 e_3t 321 + Vip) e4t
7 7
Mit den Randwerten y(0) = y(10) = 1 folgt

y(t; z1,20) =

7 =y(0)=1 Z=y(0)=-3+29----107"
und weiter gilt
y(10;1,-3) = e 30~0.36.10"1*

1
y(10;1,-34+10719) =~ ?e30 ~ 1.53- 10"

Eine korrekte numerische Berechnung ist damit nahezu unmoglich!
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Die Mehrzielmethode (Multiple Shooting Method).

Gegeben sei die Randwertaufgabe

{ y'(t) = f(t,y(t)) firy(t) eR"
r(y(a),y(p)) = 0

Kombiniere das einfache SchieBverfahren mit einer Intervallunterteilung von [a, b]:
a=thh<tb<---<th,=0>b

Man nennt die t;'s auch die Mehrzielknoten.
Lose auf jedem Teilintervall (numerisch) das Anfangswertproblem

y(t) = f(t,y(1), g<t<tn
y(t) = z
und bezeichne die Losung mit y(t; tj,z;), j=1,...,m—1.
Jens Struckmeier (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 199 /200

Die Mehrzielmethode (Fortsetzung).

Die zusammengesetzte Losung

( y(t; t1,21) o <t<t
y(t; t2, 2) L <t<t
y(t;zy,...,Zm_1) =1 .
L Y(t tm—1,Zm—1) ¢ tmo1 <t < tm

erfiillt genau dann die Randwertaufgabe, falls gilt
Fi(zj,zj+1) = y(t+1:t,2)—2zjy1=0, j=1,2,...,m—2
Frn_1(z1,Zm-1) = r(z1,¥(tm; tm-1,Zm-1)) =0
Dies ist dquivalent zu einem Nullstellenproblem fiir die Funktion
F=(Fy,....,Fp_1)" : D= R™ Y pcRrm=Dn
Zur Losung verwendet man wieder das gedampfte Newton—Verfahren.
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