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Blatt 7 (Aufgaben mit Losungen der Horsaaliibung)

Aufgabe 25:

Gegeben sei das folgende Differentialgleichungssystem
vio= —3yp —Anyi,
Yy = Yiy2—5y; .
a) Man berechne alle stationdiren Punkte y* € IR? des Differentialgleichungssystems.
b) Man untersuche das Stabilitédtsverhalten aller stationdren Punkte nach Stabilitatssatz I11.

¢) Man untersuche das Stabilitétsverhalten aller stationdren Punkte mit Hilfe der Metho-
de von Ljapunov, wobei eine Ljapunov-Funktion V' in der Form V(y) = ay? + by
gesucht werden soll.
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Losung:
a) Man erhilt alle stationdren Punkte des autonomen Systems y’ = f (y) durch Losen
von:
0= f(y) — ( _Sy? _4y1y% ) _ ( _yl(?’y%—i_lly%) )
Yyiys — 593 Yiys — 5y3

= (n)=(5):

Einziger stationdrer Punkt ist also y* = 0.

_ ([ —15yi —4y3 —8Y1Yy2 (00
Jf(y)_< e vi-1s ) =TT O={0 0

Die Eigenwerte von J f(0) lauten Ao = 0. Stabilitdtssatz III ist damit nicht an-
wendbar.

Fiir die Funktion V(y) = ay? +bys ¢ilt V(0) = 0 und die Bedingung V(y) > 0 fiir
y # 0 ergibt, dass a,b > 0 gelten muss.

—3y7 — 4193 )
radV (y), = (2ay,2b
(wradV (), ) = (2a.2e) (o
= —6ay® + y?y2(2b — 8a) — 10by; .
Damit ist gradV (y)- f(y) <0 firalle 0 < ||y || < R nur erfiillbar, falls 2b—8a < 0
gilt.

Fiir a =1 und b= 4 erhélt man also die folgende strenge Ljapunov-Funktion

V(y)=yi+4y;.

Aus Stabilitatssatz IV folgt nun, dass y* = 0 ein asymptotisch stabiler stationérer
Punkt ist.

Bild 25 Ljapunov-Funktion V(y) = y? + 4y3
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Aufgabe 26:

Gegeben sei das Randwertproblem
o= Y2+, yi(0) +etoyi(l) = 2
Jo = yi+us y2(0) + e -ya(l) = 2
Ys = 2ys3, y3(0) +e ' ys(1) = 0.

a) Man gebe die Aufgabe in Matrizenschreibweise an,

b) bestimme die allgemeine Losung des Differentialgleichungssystems und

c) lose die Randwertaufgabe.
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Losung:

a) Die lineare Randwertaufgabe 1. Ordnung 148t sich mit y = (y1, s, y3)? schreiben als

011
g=[101]y
0 0 2
= A
1 00 et 0 0 2
mit Randbedingungen 010 | y(0)+ 0 et 0 ]lyl)=12
0 0 1 0 0 et 0
\ / N -~ - N’
= B 0 =: B 1 - b
b) Fundamentalsystem:
- 1 1
det(A-XI)=[ 1 —-Xx 1 |=2-N\N-1)
0 0 2—2AX

=2-MA-1A+1)=0.
Die Matrix A hat also die Eigenwerte \; = —1, s =1, A\3 = 2.

Als zugehorige Eigenvektoren konnen gewéhlt werden:

1 1 1
V1= -1 , Vg = 1 , V3 = 1
0 0 1
Die allgemeine Losung lautet mit Fundamentalsystem Y (¢):
eft et €2t
yt)=1—-e?t e e*|c, celR?
0 0 2t
=: ? (t)
c¢) Einsetzen der allgemeinen Losung in die Randbedingungen fiihrt auf das Gleichungs-
system
E
1 11 el el e? l14+e2 2 1+¢t
E=(-111]4et- |-t e 2| =-1-¢e2 2 1+¢!
0 01 0 0 e? 0 0 1+¢€t
Die Losung des Gleichungssystems
1+e2 2 1+¢€t 2
(Ec=) |-1—-€¢2 2 1+e'|c=|[2]| (=0)
0 0 1+¢t 0
lautet ¢ = (0,1,0)7 . Damit wird das Randwertproblem gelést durch
1
y(t)=¢e|[1

0
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Aufgabe 27:

Man minimiere das Funktional

2

Ily] = / 16y + (v')* — Syy' dt

0

fiir alle C'' -Funktionen y mit y(0) =0 und y(2) = 1.

a) Man stelle die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung auf,
b) l6se die zugehorige Randwertaufgabe und

¢) berechne fiir die Losung aus (ii) den Wert des Funktionals I[y] .
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Losung:

a) Euler-Lagrange-Gleichung fiir f(t,y,y") = 16y* + (/)* — 8yy’' = (v — 4y)*

d n_ Do
L0 = Sy = (20— 8y) — S (2y) — 8)

= 32y —8y' — (2" — 8y') = 2(16y — ¢") .
b) Die resultierende Randwertaufgabe lautet also
y" =16y mit y(0)=0 und y(2)=1.
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung mit p(\) = A — 16 lautet
y(t) = ée* + e * = ¢ sinh 4t + ¢y cosh 4t .

Anpassen an die Randbedingungen:

0=y(0) =c;sinh0+cycosh0=c;, = =0

1 sinh 4t
1 =y(2) = cisinh8 — t) =
v =ashs =6 =G v = s
2
7 |sink4t] / 4coshdt  4sinh4t\? M
sinh 8 - sinh 8 sinh 8
0 , 2
16 16
= T /(Cosh4t—sinh4t)2 dt = — 5 /(€—4t>2 dt
sinh” 8 sinh“ 8
0 0
229710

= g 9.00281 - 1077
0 sin

(2 )
sinh? 8
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Aufgabe 28:
Fiir die Differentialgleichung
y'+4y=0 mit 0<z<nm

bestimme man die allgemeine Losung. Damit berechne man alle Losungen fiir folgende Rand-
bedingungen:

a) y(0)=0 und y'(m)=1,

b) y(0)+2y(xr) =0 und 3y(0)+ 4y(x) =0,

¢) ¥(0)+¢'(x) =0 und y'(0) —y'(m) =1.
unter Verwendung der allgemeinen Losungsdarstellung der Einzelgleichung und alternativ

durch Umschreiben in ein System 1.0Ordnung und dann unter Verwendung der Shooting-
Matrix.
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Losung:

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung " +4y =0  lautet:

y(x) = c1sin2x + cpcos 2 mit ey, e € R,

y'(x) = 2¢1 cos 2z — 2¢q sin 2 .

Bild 28 Fundamentalsystem sin2z, cos 2z

Alternativ als System erster Ordnung geschrieben:

vy _( 01\ (v
yl - _4 0 y/
mit der allgemeinen Losung
v\ sin 2x cos 2z c1
v )\ 2cos2x —2sin2z co )

g ~~ T e’
Y () c

Dabei ist Y () Fundamentalsystem. Aus den Randbedingungen erhélt man:

a) y(0) =c;sin0+cocos0=cy =0

| = -

y'(m) =2c1cos(2m) =1 = ¢ =

1
= es gibt genau eine Losung:  y(z) = 5 sin 2z

Alternativ als System in Matrixschreibweise:
10 y(0) n 00 y(m) \ _ (0O
00 y'(0) 0 1 y(m) ) U1

—— —— ——

B, B .

Setzt man die allgemeine Losung in Fundamentalsystemschreibweise in die Randbe-
dingungen ein, so ist zur Berechnung von ¢ das Gleichungssystem

(BoY (0) + B,Y(r)c=d
E
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zu losen, mit

P (3 (5) (8 (30)-(20).

FE ist reguldar und die Losung der Randwertaufgabe ergibt sich aus:
01 (0 e 1/2
2 0/)°7 1 ““L o

b) y(0) 4+ 2y(m) = co +2c5 = 3¢ =0,
3y(0) +4y(m) =3ca +4ca =Tea =0
= es gibt unendlich viele Losungen: y(x) =c¢;sin2z, ¢ € R

Alternativ als System in Matrixschreibweise:

G )G (m)-()
B, B . d

Setzt man die allgemeine Losung in Fundamentalsystemschreibweise in die Randbe-
dingungen ein, so ist zur Berechnung von ¢ das Gleichungssystem

(BoY (0) + B, Y (n))c = d
E

zu losen, mit

B _ 10 01 n 2 0 01\ (03
30 20 4 0 2 0) \07)"
E ist singuldr und die Losungen der Randwertaufgabe ergeben sich aus:
0 3 o 0 Lo (@
07 0 L0
c) ¥(0)+ vy (m) =2¢c; 4+ 2¢; =4¢; =0,
y(0) =y (m) =2c1 —2c;=0#1

= es gibt keine Losung

Alternativ als System in Matrixschreibweise:

COCM-G D 0)-()
B, B. d

Setzt man die allgemeine Losung in Fundamentalsystemschreibweise in die Randbe-
dingungen ein, so ist zur Berechnung von ¢ das Gleichungssystem

(BoY (0) + B,Y(m)c=d
E

zu losen, mit

s (3 )(10)-(5 (50

E ist singuldr und d liegt nicht im Spaltenraum von E

0 4 0 . .
(0 0>c—(1> = keine Losung.
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Aufgabe 29:

Man bestimme die Greensche Funktion des linearen Randwertproblems zweiter Ordnung

1
y'() =y () = h(t), 1<t<2
y(1) =0, y@2) =0
und 16se damit die Randwertaufgabe fiir h(t) := 2t.

Hinwers:
Die homogene Differentialgleichung besitzt Losungen der Form y(t) = t*.
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Losung:

Der Losungsansatz y(t) = t* fiir die homogene Differentialgleichung

Y = 59/ =0

eingesetzt in die Differentialgleichung ergibt
(ala—1)—a)t*? =0 = ala-2)=0 = a=0,a=2.

Damit besitzt die homogene Differentialgleichung das Fundamentalsystem

Der Ansatz fiir die Greensche Funktion lautet:

Gien) (a1 (7) + by (7)) ya(t) + (ao(7) + bo(T))1a(t) : T <t
t,7) =
(a1 (1) = ba(7)yr(t) + (ax(7) — ba(7))y2(t) : t <7

Stetigkeit und Sprungbedingung in der Ableitung fiir ¢ = 7 fithren auf

bi(O)yr(t) + ba(O)y2(t) = bi(t) -1+ bo(t) -2 = 0

bi(t)yi(t) + ba(t)ys(t) = 2s(t) -1 = %
= bl(t):—i , bg(t):%

Mit den Randbedingungen 3/(1) = 0, y(2) = 0 werden a; und a, berechnet:
Gi(1,7) = (ar(7) = ba (7)1 (1) + (az(7) = ba(7))p(1) = 0
G(2,7) = (a1(r) + b1(7))y1(2) + (a2(7) + b2(7))12(2) = 0
2az(7) — ba(7)) = 0
(a1(7) + b1 (7)) + 4(as(T) + ba(7)) = 0

1 T 2
= ar(1) = =by (1) — 8ba(1) = 177

Damit lautet die Greensche Funktion:

= ay(7) = bo(7)
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Mit der nun berechneten Greenschen Funktion und der Inhomogenitét
h(t) = 2t ergibt sich die Losung y(t) der Randwertaufgabe folgendermaflen:

y(t) = /IQG(t,T)h(T) dT:/ltG(t,T)h(T) dT/tQG(t,T)h(T) dr
= /j (—%Jr%t?) 27'd7'+/t2 (%—%) o dr
= /lt—4+t2d7+/t27'2—4d7'

2
2 t °
= (t —4>T|1+—3 — 47

t
23 —¢3 2t3 4
—42-t) =" — 2 — =

3 3

= P-4t —-1)+

12
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Aufgabe 30:

Man berechne die Eigenwerte und Eigenfunktionen der folgenden Randeigenwertaufgabe

y'—2y=Xy mit ¢'(0)=0 und y(1)=0.

13
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Losung:
Das charakteristische Polynom

p(p)=p*=2-X1=0
besitzt die Nullstellen = +v2+ \.

Zu unterscheiden sind jetzt drei Fille:

a) 2+A=0 & A=-2:
Die allgemeine Losung lautet hier y(t) = ¢y + cot .
Mit y/(t) = ¢o erhilt man aus den Randbedingungen das Gleichunssystem 0 = 3/(0) =
2, 0=y(l) =c¢;,dh. y=0. Also ist A = —2 kein Eigenwert.

b) 24+A>0 < A>-2:
Die allgemeine Losung lautet

y(t) = e

Mit o/ (1) = c1v/2 4 AetV2r —30/2 4+ Xe V2 erhilt man aus den Randebedingungen
das Gleichunssystem

0 _(¥0O0)\_ [ V2+X —vV2+] el
0 y(1) VIR VITA ¢
_A
det A =2+ Xe VHA 4 eV2AY/2 + XN =22 + Acosh(v/2 +A) > 0

Damit existiert nur die triviale Losung y = 0 und es gibt fiir A > —2 keine Eigenwerte
und Eigenfunktionen.

tvV2+A 4 026715\/24&\ .

c) 2+4A<0 & A< -2
Die allgemeine komplexe bzw. reelle Losung lautet
y(t) = c1e™V2 4 e V2N = ) cos(tn/— (A + 2)) + dasin(t/— (X + 2))
mit
Y (t) = —di/—(A + 2) sin(ty/— (A + 2)) + dor/— (A + 2) cos(tr/— (A + 2)) .
Aus den Randbedingungen ergibt sich
0=9¢(0)=de/—(24+A) = dy=0,
=y(1) = dy cos(/— (A +2))
Da triviale Losungen keine Eigenwerte und Eigenfunktionen liefern, folgt
d; #0 und cos(y/—(A+2))=0.

2k +1
Eigenwerte ergeben sich also aus  /—(A+2) = k7 + E = %

2% +1)%n?
= Ak:—Q—%, k=0,1,2...

Die zugehorigen Eigenfunktionen lauten:

2k + 1)mt
yk(t):dlcos%, deR, k=0,1,2...



