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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.6
Definition 11.4
Sei f: [0,00) — R (oder C). Ordnet man f aufgrund der Beziehung

F(s) =/ e Stf(t)dt, secC
0
die Funktion F zu, so nennt man F die LAPLACE-Transformierte von

f. Die Abbildung von f auf F hei3t LAPLACE-Transformation. Neben
F(s) verwendet man auch die Schreibweise L[f(t)].
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.6
Definition 11.5
Die Funktion f : [0, 00) — R ist von exponentieller Ordnung ~, falls es
Konstanten M > 0 und v € R gibt, so dass fir alle t mit 0 < t < oo gilt

f(t) < Me! .
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.6

Satz 11.11 (Existenz der LAPLACE-Transformierten)

Sei f: [0,00) — R stiickweise stetig (lokal integrierbar reicht eigentlich
aus) und von exponentieller Ordnung ~. Dann existiert die
LAPLACE-Transformierte F(s) fir alle s € C mit Re s > .

Im z /
0 [ Re z

Abbildung 11.3:Konvergenzhalbebene der LAPLACE-Transformation
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.6

Beispiele
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LAPLACE-Transformation

Beispiele
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.6

Beispiele
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LAPLACE-Transformation
Buch Kap. 11.7

Satz 11.13 (Eindeutigkeitssatz)

Fir die Funktionen fi, f> : [0,00) — R seien von exponentieller
Ordnung v und stiickweise glatt. Ferner gelte F1(s) = Fx(s) far

Re s > ~. Dann gilt in jedem gemeinsamen Stetigkeitspunkt von f; und
fo

f(t) = K(1) .

Mit diesem Eindeutigkeitssatz ist es nun mdoglich, von einer
LAPLACE-Transformierten F(s) auf die eindeutig bestimmte Funktion
f(t) mit

L[f(1)] = F(s)

zu schlie3en.
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.7
Hierfir bendtigen wir ein wenig Funktionentheorie — nachstes
Semester.

Satz 11.12 (Umkehrsatz fir die LAPLACE-Transformation)

Die Funktion f : [0, 00) — R sei von exponentieller Ordnung v und
stlickweise glatt. Dann gilt fir alle 0 = Re s > ~

A(t+0)+f(t-0) ¢
(o+iw)t _ 5 ar t>0,
2n A'Lmoo/ Flotive o { 10+0) fiir t=0.

Insbesondere gilt in jedem Stetigkeitspunkt ¢ von f

flty = — Ilm/ F(o +iw)el+ ) dy .

2T A—oo
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.7

Beispiele
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LAPLACE-Transformation

Beispiele
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.7

Beispiele
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.7

K Me"

' f(D)

L —o-

-
-
S~

Abbildung 11.5: Voraussetzungen der Satze 11.12 und 11.13: f(t)
von exponentieller Ordnung, stiickweise glatt, 7 : [0, ) — R.
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.8
Alle auftretenden Funktionen seien von exponentieller Ordnung ~.

Satz 11.14 (Linearitat der Laplace Transformation)

Seien f und g in [0, oo[ stlickweise stetige Funktionen. Dann gilt fur
beliebige reelle/komplexe Koeffizienten a, b

Llaf(t) + bg(t)] = aL[f(t)] + bL[g(t)] .
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Alle auftretenden Funktionen seien von exponentieller Ordnung ~.

Satz 11.15 (Transformation der Ableitung und des Integrals)

a) Die Funktion f sei in R stetig, stlickweise glatt. Dann gilt fir
Res >~

LIF(1)] = s LIF(D)] - F(0) .

b) Die Funktion f sei in R (k — 1)-mal stetig differenzierbar und
f(k=1) stiickweise glatt. Dann gilt fir Re s > ~

L[fR(1)] = s [f(t)] — "1 £(0) — ... — Fk=1)(0) .

c) Die Funktion f sei in R>¢ stetig. Dann gilt fir Res > ~

c [ /0 tf(T) dT} - %E[f(t)] .
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LAPLACE-Transformation Buch Kap

Beispiele
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Beispiele
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Beispiele
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Beispiele

v

Differentialgleichungen | 13th December 2018 114/133




LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.8

Satz 11.16:(LAPLACE-Transformation der Ableitung einer
unstetigen Funktion)

f(t) habe an der Stelle t = a > 0 eine Sprungstelle. Ansonsten seien
die Voraussetzungen des Satzes 11.15 a) erflllt. Dann gilt

LIF(£)] = s L[f(t)] — £(0) — [f(a+0) — f(a— 0)]e~2S .

Differentialgleichungen | 13th December 2018 115/133




LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Konvention

Eine Funktion f : [0, 00) — R betrachten wir stets als eine Funktion
f:R — R, wobei wir f(t) = 0 setzen fur t < 0.
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Satz 11.17 (Dampfung-Verschiebung, Streckung)
Sei f : [0, co[— R eine Funktion von exponentieller Ordnung -,

F(s) = L[f(1)] = /Ooo e~Stf(f) dt, (Res > ).

@ Ein Dampfungsfaktor e~2 im Originalbereich bewirkt eine
Verschiebung im Bildbereich, d.h.,

Lle~¥f(t)] = F(s+a) fir Res>~—a.

Cent) &< A
@ Fira> 0qgilt ‘4—*—%

C[f(at)] = éF(Z) , fir Res>a-v.
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