DGLen mit trennbaren Variablen Buch Kap. 6.4

Differentialgleichung mit trennbaren Veranderlichen
Differentialgleichung der Form
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DGLen mit trennbaren Variablen Buch Kap. 6.4
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Losung einer Differentialgleichung mit trennbaren
Veranderlichen

1) Schreibe die Differentialgleichung () = hgx((’})) in der Form

h(x)(t)) x(t) = bzw. h(x) dx = g(t) dt.
2) Integriere die linke Seite bezlglich x und die rechte Seite
bezuglich t.

3) Falls moglich, 16se die dadurch entstehende Gleichung
H(x)=G(t)+ C

nach x auf. Ansonsten ist die L6sung x(t) in impliziter Form
gegeben.
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DGLen mit trennbaren Variablen

Buch Kap. 6.4
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DGLen mit trennbaren Variablen Buch Kap. 6.4
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DGLen mit trennbaren Variablen Buch Kap. 6.4
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DGLen mit trennbaren Variablen, Beispiel 1gych Kap. 6.4

Betrachte fur x > 0 bzw. x < 0

x(t)=tx,

Schreibe d
X _tat

X

und integriere die linke Seite bezlglich x, die rechte bezlglich t und
erhalten

2 2

t‘ 2
In|x| =% +Co, also |x|= ezt0 = gl gz |

2 2
Damit folgt x(t) = +e% ez = Cez (C # 0). Far C = 0 ergibt sich die
zunachst ausgeschlossene Losung x = 0.
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DGLen mit trennbaren Variablen, Beispiel 2gych Kap. 6.4

Betrachte
x(t) = sin tcos X,

deren Richtungsfeld wir in Abb. 6.1 dargestellt haben.

Um die Gleichung durch cos x dividieren zu kbnnen, missen wir
cos X # 0 bzw. x # (k + )7, k € Z, fordern. Diese Forderung
bedeutet, dass wir die konstanten Lésungen x(t) = (k + 1), k € Z,
der Differentialgleichung nicht mit der Methode der Trennung der
Veranderlichen bestimmen kdnnen, was ja auch nicht nétig ist.

Es ergibt sich
X_ _sint bzw. / dx :/sintdt.
Ccos X Ccos X

Integration ergibt In [tan(3 + )| = — cost + Co und damit

x(t) = 2arctan(Ce™ «°s?t) — (C eR). (4)

s
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DGLen mit trennbaren Variablen, chemischg Be@igien

Chemische Reaktion erster Ordnung (Sattigungskonzentration ¢, und
Reaktionskonstante k > 0):

x(t) = k(co — x(1)).
Mit g(t) = k = constund h(x) = & ergibtsich  _ . _ . ) _Klhmd)
- "o o ol e
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Nach Integration

/ ox :k/dt—|—C, also —lInjcg—x|=kt+C.
Co— X

Auflésung nach x ergibt

—kt-C C okt
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co—Xx|=e bzw. ¢y —x=+e Ce Kl =Cie7¥
0
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und damit die allgemeine LOsung  xm,) = Co~ Cae =%, = Caxlear

X(t) = ¢y — Cre Kt 7 Co~ tomve) P
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DGLen mit trennbaren Variablen

Buch Kap. 6.4

e

Abbildung Chemische Reaktion erster Ordnung
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DGLen mit trennbaren Variablen Buch Kap. 6.4
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Beispiele von DGLen erster Ordnung Buch Kap. 6.3
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Abbildung 6.3: x(t) = tx(t)? hat Lésungsschar x(t) = #2/2 mit

2
C= Xlo + % falls (f, xo) den Anfangswert bezeichnet. Dargestellt sind
die Lésungen x; und x» der Differentialgleichung fur (f, xo) = (1, 1),

d.h. C=1,5,und (f, X) = (2,1), d.h. C = 3.

Differentialgleichungen | November 1, 2018 37/58



Lineare DGLen Buch Kap. 6.5

Lineare Differentialgleichung

x(t) + p(t)x(t) = q(1) ,

heiB3t lineare Differentialgleichung (in Normalform).
Die Differentialgleichung (5) hei3t homogen linear, falls q(-) =
anderenfalls inhomogen linear.

Ix(t)| = e®e P bzw. x(t)=Ce PO (CeR, C+#0)

ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung, wobei P(t)
Stammfunktion von p(t) ist, d.h. P(t) = f, 7)dr. Fir C = 0 folgt
x(t) =0.

(5)
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Lineare DGLen, Variation der Konstanten gych Kap. 6.5

Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
Ansatz fir L6sung homogener Gleichung

x(t) = C(t)e PO,
Einsetzen in x(t) + p(t)x(t) = q(t) ergibt
C(t)e P — C(t)p(t)e ") + p(t)C(t)e P = q(t) .

Daraus folgt

C(t)e P = q(t) = C(t) = q(t)e" ) —= C(t) = / ) q(r)eP") dr+C;

mit einer beliebige Konstanten C; € R.
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Lineare DGLen, Variation der Konstanten gych Kap. 6.5

Allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung
Damit gilt

t
x(t) = Cre” "0 1 =PV | q(7)e"D dr = Xnom(t) + Xinn(1)

)

X(t) = Xnom(t) + Xinn(t) erfillt fir jedes Cy € R die inhomogene
Gleichung.
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Lineare DGLen, Variation der Konstanten gych Kap. 6.5
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