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Aufgabe 1: (7 + 3 Punkte)
-1 0 4
Essei A =0 -5 0
-4 0 -1

a) Bestimmen Sie eine reelle Darstellung der allgemeinen Losung des homogenen Diffe-

rentialgleichungssystems
z(t) = A -x(t).

b) Bestimmen Sie die allgemeine Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems

4
x(t)=A-xz(t)+e'-| 8
—4
Losung:
a) Berechnung der Eigenwerte von A :
—1-A 0 4 1 4
P(\) :=det 0 —5—A 0 = (=5 —A)-det 41—
—4 0 —1-A
=(=5—=X) - [(-1=X)*+16] .
PAN=0= \=-5V (A+1)?%*= —-16
Die Eigenwerte von A sind also:
/\1 = —5, )\273 = -1+ 4. (2 Punkte)
Berechnung der Eigenvektoren:
A =5
4 0 4 (%1 42)1 + 4U3 0
0 00| -v]= 0 =10
—4 O 4 V3 —4U1 =+ 4?}3 0
1. Zeile und 3. Zeile v = v3 = 0. 2. Zeile: immer erfiillt.
0
Wir erhalten also die Eigenvektorrichtung: v := |1
0
Mit der zugehorigen Losung: xM(t) = e (1] . (2 Punkte)
0
/\2 = —14 47
—43 0 4 U1 —4iU1 + 4U3 0
0 —4—4i 0 |-|v]=|-U@l+4)v] = |0

—4 0 —4q Vs —4211 — 4iU3 0
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2. Zeile: v9 = 0.

1: Zeile bzw. 3. Zeile: vg = iv; .
1
Zum Beispiel v# := [ 0] und damit die Komplexe Lésung:
7
(1 1 cos(4t) + isin(4t)
yH(t) :=e 4 [ 0| = e(cos(4t) +isin(4t)) (0] = e 0
' 1

— sin(4t) + i cos(4t)

Damit hat man zwei reelle Losungen, zum Beispiel:

cos(4t) sin(4t)
xPl(t) .= e 0 und et 0 . (2 Punkte)
— sin(4t) cos(4t)

Die allgemeine Losung des homogenen Systems ist:
xzh(t)=c xl@t) + o 2B(t) + 5 B(2). (1 Punkt)

b) Fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Aufgabe machen wir den Ansatz:

a
x,(t)=¢e¥-|b
c

Einsetzen in das System ergibt:

a -1 0 4 a 4
xt) =3 [b] =0 -5 0 |- [b] +e*-| 8 | .[1l Punkt]
-4 0 -1 c —4

Oder

3a=—a+4c+4 = a=c+1
3= -5b+8 = b=1
3c=—-4da—c—4 = 4c= —4c—4—-4 = c¢=—1,a=0.[1 Punkt]

Die Allgemeine Losung des inhomogenen Systems ist

x =x,+ x,. [1 Punkt]
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Aufgabe 2: (6 + 4 Punkte)

a) Berechnen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe.
() + 5a(t) + 4x(t) = 2" vt>0, 2(0)=4,1(0) = —.

b) In welche algebraische Gleichung lisst sich die folgende Anfangswertaufgabe durch die
Laplace-Transformation iiberfithren?

i(t) + 3@(t) + 2x(t) = e *sin(3t) VWt >0, 2(0) =4, #(0) = 2.
Belegen Sie Thre Antwort durch Zwischenrechnungen.

Losung zu 2:
a)
PA) = M40 +4=A+1)A+4) =0 < M\ =1, \y = —4.
Allgemeine Losung der homogenen Aufgabe
Tp(t) = cre”t + cpe ™ [1 Punkt)]

Der Ansatz z,(t) = ate™* fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Aufgabe
liefert
t,(t) = (a — 4at)e ™, i,(t) = (—8a + 16at)e .
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt
(—8a + 16at) e ™ + 5(a — dat)e ™ + date™ = 2~
2
<= —8a+ 5a + 16at — 20at + 4at =2 = —3a=2,a = —3 [2 Punkte]

Damit erhalten wir als allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung

2
z(t) = cre™t + cpe — gte_4t. [1 Punkt]

Die Anfangswerte 2(0) =4, #(0) = £ liefern die Bedingungen;
z0)=c1+c =4 = cn=4—¢.

2(0) = —c; —4ey — % = —01—16—1—401—%:13—3 — 3¢y = 16_1_% - 921
Also ¢; =7 und co=4—-7 = —-3. [2 Punkte]

b) ro—eX, to-esX —x(0)=sX —4,
fo-es’X —4s—1(0) = $*X —4s —2

f(t) =sin(3t) oo Z = F(s) [2 Punkte]
Nach dem Verschiebungssatz gilt: e f(t) o—e F'(s — a), also
e f(t) = e M(sin(3t))o—e = F(s+4) = m [1 Punkt]

Die AWA geht iiber in

3

2 — (a2 —
5" X —45—2+43(s X —4)+2X = (s°+35+2)X — 14 —4s = TEVIEET S

[1 Punkt]
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Aufgabe 3: (4 Punkte)

a) Kann es sich bei den Funktionen
x1(t) = €, 2o(t) = te', r3(t) = e*, x4(t) = ¥
um ein Fundamentalsystem fiir den Losungsraum der Differentialgleichung

d3 . .
ﬁx(t) — 6%(t) + 112(t) — 62(t) = 0

handeln? Begriinden Sie Ihre Antwort!
b) Die Funktionen
t* — 2t 1—t¢ 2 —2
cWt)y=(20-1) |, cPt)y={ -1 |, Bty = 2t
2 0 2

sind Losungen des Systems

i (t) =

o O O

O O =
—_
8
—~
~
~

Bilden sie auch ein Fundamentalsystem?

Losung:
a) Nein! Der Losungsraum hat die Dimension 3!

b) Nein, denn mit diesen Funktionen gilt fiir die Wronski- Determinante:

0 1 -2
W(0) = det X (0) = det(x1(0), 22(0), zB(0) =det | =2 -1 0
2 0 2

W(0) = —1det (‘22 g) -2 (‘22 _01) = —1(-4) —2(-2) = 0.



