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Aufgabe 1: (7 + 3 Punkte)

a) Berechnen Sie eine reelle Darstellung der Losung der Anfangswertaufgabe
Z(t) + 4z(t) = cos(2t) Vit >0, z(0) =1, £(0) = 8.
Verwenden Sie zur Bestimmung einer partikuldren Losung den Ansatz

z,(t) = atsin(2t).

b) Berechnen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
(z(t)*-&(t)-et =14+et, teR.
Losung:
a)
P\ = N +4=0= \=42i.
Komplexe Losungen e*2%. Allgemeine Losung der homogenen Aufgabe
x,(t) = c1Re (2™) + colm (%) = ¢; cos(2t) + ¢y sin(2t). [2 Punkte]

Der Ansatz x,(t) = atsin(2t) fiir eine partikulire Losung der inhomogenen Aufgabe
liefert mit
T,(t) = asin(2t) 4 2t cos(2t))
Zp(t) = a(4 cos(2t) — 4t sin(2t))
die Gleichung

z,(t) = tsin(2t)

4

a4 cos(2t) — 4t sin(2t)) + 4ot sin(2t) = cos(2t) .
Hieraus folgt a = }1,

1
x(t) = ¢y cos(2t) + cosin(2t) + Zt sin(2t). [3 Punkte]

Die Anfangswerte liefern

z(0)=c¢ = 1.

@(t) = —2c; sin(2t) 4 2¢; cos(2t) + 1 sin(2t) + 1t cos(2t)
2(0) =2c0=8 = =4

Also z(t) = cos(2t) 4 4sin(2t) + Tt sin(2¢). [2 Punkte]

b) Separation liefert

d I4+et
2.2 = i. [Ansatz: 1 Punkt]
dt et

Weiter rechnet man

/x2dg;_ /($+Z—_Z) dt_/(et+1) dt

1‘3

= 5 = e+t+C.

Und damit
z(t) = (3e' + 3t +3C)

W=

[2 Punkte]
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Aufgabe 2: (4 + 6 Punkte)

0 -2 =2
a) Essei A = | =2 0 —2]. Untersuchen Sie den stationdren Punkt & = 0 des
-1 0 -3

Systems
x(t) = A - x(t) auf Stabilitét.

b) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung des inhomogenen Differentialgleichungssystems

() = (; _41) L (t) + (“ggt)

Tipp: Bestimmen sie zundchst die allgemeine Losung des zugehorigen homogenen Sy-
stems und benutzen Sie anschliefend die Methode der Variation der Konstanten.

Losung :

a) Erste Variante: Entwicklung nach der zweiten Spalte ergibt:
det(A) = (=1)"(=2) (=2(=3) = (-1)(-2)) = 8 > 0.

A kann keine drei nicht positive reelle Eigenwerte haben. Bei zwei komplexen Eigen-
werten a + ib , hétte

det(A) = (a—bi)(a+bi) - A3 = (a*+1%)- A3 > 0
ebenfalls A3 > 0 zur Folge.

Es gibt also mindestens einen Eigenwert mit positivem Realteil! Der stationédre Punkt
0 ist instabil. (4 Punkte)

Zweite Variante: Berechnung der Eigenwerte von A : Entwicklung nach der letzten
Zeile

0—\ -2 -2
P\ :=det [ -2 0-X =2
~1 0 -—3-2)

=(—1) - det <:i :3) + (=3 = A)det (:; :i)

=22—4 — B+ NNV -4 =20-2)— B+ NN =-2)(A+2)
=—(\=-2)- [)\2 + 5\ + 4} (hier ist man eigentlich fertig: A; > 0
=—-A=2)A+1)(A+4). (3 Punkte)

A hat den Eigenwert \; =2 > 0. Der stationdre Punkt 0 ist instabil. (1 Punkt)
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b) Bestimmung der Eigenwerte von A :

det(lg/\ —14—A):(1—A)(—1—A>—8=A2—12—8:0:>Alﬂ:ﬂ"

Bestimmung der Eigenvektoren von A :

4 4 1
_ _a. Ll — (1] —
A 3: (2 2) v 0 <— v <_1) .
-2 4 2
_ 9. L2 2] —
A=3: ( 9 _4> v 0= v (1) .

67375 26315
Mit der Fundamentalmatrix X (t) = L3t (2 Punkte)

und dem Ansatz x ,(t) = X (t)c(t)

liefert die Differentialgleichungdas Gleichungssystem:
et 26 a(t)  [6te*

X (t) - (-6_3t e3t> ’ (Cg(t) - 0 :

e ey (t) + 2eey(t) = 6te

—e ey () +e¥éy(t) = 0. (1 Punkt)

Addition der beiden Zeilen liefert ¢o(t) = 2¢. Dies eingesetzt in die zweite Gleichung

ergibt

—e3tey () + 2te3tep(t) = 0 <= ¢1(t) = 2teb. (1 Punkt)

Wir kénnen also c¢y(t) = t* wihlen. Fiir ¢; erhalten wir mittels partieller Integration
c(t) = /Qteﬁtdt = Qt%& — /Q%dt = t%ﬁt — i—z +C (1 Punkt)

Damit erhalten wir mit der Wahl C' = 0 die partikulére Losung:

a1 2 t L4942
x,(t) = (L — k)bt e (_1> L+ et <1> = ¥ <i£ —{—18i+t2 . (1 Punkt)
3 18

W+
—_
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Aufgabe 3: (4 Punkte)

a) Kann es sich bei den Funktionen
x1(t) = €, To(t) = e*, z3(t) = e
um ein Fundamentalsystem fiir den Losungsraum der Differentialgleichung
d3
%x(zﬁ) + agZ(t) + ar@(t) + apz(t) = 0 mit reellen Koeffizienten ag, a;, a2 € R

handeln? Begriinden Sie Ihre Antwort!

b) Fiir welche der folgenden Matrizen A konnen Sie ohne Kenntnis der Zahl v € R
einen stabilen stationdren Punkt (Gleichgewichtspunkt) des Differentialgleichungssy-
stem & (t) = A x (t) ausschlieBen?

-2 0 0 2 0 0 -2 0 0
i) A=10 v —-1]1, i) A =10~y —1], iii) A=|(0 v 1
0 1 »« 01 v 0 1 ~

Losung: (4 Punkte)

a) Nein! Komplexe Losungen linearer Differentialgleichung mit konstanten reellen Koeffi-
zienten tauchen immer paarweise auf! Wenn e zum Fundamentalsystem gehort, dann
gehort auch e~ zum Fundamentalsystem. Begriinden Sie Thre Antwort!

b) Die Matrix unter ii) hat den Eigenwert 2. Sie kann keine stabilen Gleichgewichtspunkte
haben.

Diese Antwort geniigt bereits. Wer mehr als notwendig arbeitet, rechnet moglicher
weise folgende Eigenwerte:

i) Ay = —2, A\y3 =y £ : Stabilitdt hingt vom Vorzeichen von v ab!
ii) A\ =2 : instabil!
i) Ay = —2, A3 =~ £ 1 : Stabilitdt hdngt von 7 ab!



