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Numerische Verfahren



Einfliihrung

Motivation:

® Wir haben eine Reihe von analytischen Losungsmethoden kennen gelernt. Was
aber, wenn die DGL zu kompliziert?

e Mit den bisherigen Satzen konnen wir trotzdem Aussagen tiber die Lasbarkeit
machen, allerdings vielleicht nicht die Lésung berechnen.

o |dee: Finde eine (Naherungs-) Lésung mit Hilfe numerischer Verfahren!

1 . Verfahren: [Integrationsmethode von Euler) /
/ « Betrachte Anfangswertproblem 1, Ordnung: p i
® Betrachte DGL 1. Ordnung, - o ) i
. ¥lad = fleopla), plaa) =w v b % in
« Definiere quidi Stiitzstellen zur Schrittweite i Far j. ra
* Anfangswerte scien T i " =g+ ik (k=12

. ) ) ® Dann erhalt man eine Niherung y, an die exakzen Losungswerts (2, ) durch
® Beobachtung: In ey, g ist mit 3’ [ae) yal dic Steigung der Lasungsfunstion
i bexannt! Ut~ e DAl e), k0,120

® Idee: Maharz die Losurg mit Ililfe der Tangente (Linearisierung) an. « Die 5o definierte Methode heiBt Inzegrationsmethode von Euler.
Bezeichnungen: Polygonzugmethode, Euler-Verr:

Bemerkungen
o Das Po'ygonzuguerfahren it nur fiir sehr kisine b zu verwendsn.

® Das Verlshren st das winlachste sxplizite Einsciirice-Verighren
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Motivation:

e Wir haben eine Reihe von analytischen Losungsmethoden kennen gelernt. Was
aber, wenn die DGL zu kompliziert?

e Mit den bisherigen Satzen konnen wir trotzdem Aussagen uber die Lasbarkeit
machen, allerdings vielleicht nicht die Losung berechnen.

e |dee: Finde eine (Naherungs-) Losung mit Hilfe numerischer Verfahren!

Verfahren: (Integrationsmethode von Euler)



Idee:
e Betrachte DGL 1. Ordnung:

Y (x) = flz,y(z))

To-

e Anfangswerte seien to ty ¢
y(zo) = Yo

e Beobachtung: In (zg,yo) ist mit ' (zg) = F(x0,yo) die Steigung der Losungsfunktion
y bekannt!

e |dee: Nahere die Losung mit Hilfe der Tangente (Linearisierung) an.



Verfahren: (Integrationsmethode von Euler) y

e Betrachte Anfangswertproblem 1. Ordnung:

y'(z) = f(z,y(x)), y(xo) = w0

e Definiere aquidistante Stitzstellen zur Schrittweite h:

=20+ kh (k=1,2,...).

e Dann erhilt man eine Naherung y;, an die exakten Losungswerte y(z) durch
Yk+1 :yk_'_hf(mk)yk)? k:071727"'

e Die so definierte Methode heiBit Integrationsmethode von Euler.



Bemerkungen:
e Das Polygonzugverfahren ist nur fur sehr kleine A zu verwenden.

e Das Verfahren ist das einfachste explizite Einschritt-Verfahren.



Diskretisierungsfehler

Notationen:

* Verwende die allgemeine (implizite) Form der Rechenvorschrift

Yot = Yo+ hPlep gy,

o Hangt @ nur von @,y und & ab, so ist eine explizite Rechenvorschrift
gegeden

® Hingt @ auch von y; .| ab, so muss in jedem Zeitschritt 1.A. cine nichtlincare
Gleichung, (implizit) geidst werden.

o Beispiel: Das Euler-Verfah, verwendet D{x i, ye. i i f
o (o o ) Satz (Alechais o5 plobaler Dickeeliseo g ehly
Der lokale Duskretiserungsfehler an der Stelle x, ,; ist defimert als Fiir der ghobaler Feller v, on der lesien Stelle 1 =
sy o= wlzess) = Wan) = h®(an, glae), 9(anss1) A) ® = wine wplicite Einscle melbovs

Definitian: | iz nsfek erl
Der gleb: ¢ Diskresiz erungsienls- an der Stx' e x5 i defir ert o5
L T U
furs: E handelt sich siso ur den Fehier exakten Lisung pie =i iz i) eine sbree Schzake Fir den lok en Disekssizrngsteher L cirs
St e mer seben Lssamgswerlohren berechreten Lésos o {Lipachitz | Kanatante cia von cer Rezaznucrachi® ® ashingt, urd & sine Kee
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Folgerung
Der globale Fehler g, einer expliziten Methode mit Fehlercrdnung g ist beschrankt
durch

9 %Nf T
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Notationen:

e Verwende die allgemeine (implizite) Form der Rechenvorschrift
Yk+1 = Yk + h®(Tk, Yk, Yui1, h).

e Hangt ® nur von xp,yr und h ab, so ist eine explizite Rechenvorschrift
gegeben.

e Hangt ® auch von y;41 ab, so muss in jedem Zeitschritt i.A. eine nichtlineare
Gleichung (implizit) gelost werden.

e Beispiel: Das Euler-Verfahren verwendet ®(2



Definition: (lokaler Diskretisierungsfehler)
Der lokale Diskretisierungsfehler an der Stelle xj1 ist definiert als

dit1 = Y(Tr11) — Y(xr) — h®(Tk, y(2k), Y(Thi1), h).
Bemerkung: Es handelt sich also um den Fehler, der in einem einzelnen Schritt

T — Tri1 gegenuber der exakten Losung verursacht wird.

Definition: (globaler Diskretisierungsfehler)
Der globale Diskretisierungsfehler an der Stelle xj. ist definiert als

gk = yY(Tr) — Y-

Bemerkung: Es handelt sich also um den Fehler zwischen der exakten Losung y(x; )
und der vom numerischen Losungsverfahren berechneten Losung .. o



Satz: (Abschatzung des globaler Diskretisierungsfehlers)
Fur den globalen Fehler g, an der festen Stelle x,, = x¢y + nh gilt

e Fur eine explizite Einschrittmethode:

D nhL D nhlL
< = —1) < — .
lgnl < 77 (e 1) < qe
e Fur eine implizite Methode:
D hL D hL
n S " — 1 S " .
90| < S RA = hD) (¢ ) hK(1— hI)©

Dabei ist D eine obere Schranke fur den lokalen Disrektisierungsfehler, L eine
(Lipschitz-) Konstante die von der Rechenvorschrift ® abhangt, und K eine Kon-
stante.

Qnmnvll llllllllll



Bemerkungen:

e Fiir Losungsfunktionen mit geniigenden Eigenschaften (z.B. zweimal stetig
diff'bar) kann man zeigen, dass D < %h2M gilt, wobei M eine obere Schranke

von y” ist.

e Damit ergibt sich beispielsweise fur das Polygonzugverfahren:

M
gn| < h—el@n=20) —. hC,  C € R.

— 2L

Ln —LO

e Interpretation: Bei fester Stelle z,, und verkleinerter Schrittweite i = *2—
(also zunehmendem n) nimmt der globale Fehler proportional zur Schrittweite

ab.



Definition: (Fehlerordnung)
Ein Einschrittverfahren yx11 = yi + h®(xk, yx, yx+1, h) besitzt die Fehlerordnung
p, falls fur den lokalen Diskretisierungsfehler d;. gilt:

max |dig| < D = const. - hPT1 = O(hPT).
1<k<n

Folgerung:
Der globale Fehler g,, einer expliziten Methode mit Fehlerordnung p ist beschrankt
durch

const.
L

lgr| < el P = O(hP).



Trapezmethode
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Bemerkungen: (Trapezmethode)
o Da die implizite Lasung meist ein nichtlineares Problem enthilt, lse mittels
Fuxpanke-lteration:

n s \
s = wt Sl

[ ) . .
i = u~+;[J(n,m)+.l*.u.1vyL,'_ s=0,1,2,...

w')| < Llp — '] (Lipschitz-stetig)

o Erhalte Konvergenz, falls |f{z,p) — fiz.
und £ < 1 (Banachscher Fixpunktsatz).




Idee: (Methode aus Richardson-Extrapolation)
e Ziel: Methode mit Fehlerordnung p > 1.

e Berechne y,, mit Schrittweite h; = h und dieselbe Stelle y2,, mit ho = %
erhalte

Q

Un y(x) + cr1h + O(hz)

h
Yan = y(x) + cl§ + O(hz)

e Richardson-Extrapolation ergibt dann

J = 2yon — Yn = y(z) + O(R?).



Herleitung: (Verbesserte Polygonzug-Methode)

e Statt Anwendung der Richardson-Extrapolation auf das Ergebnis von zwei
Polygonzug-Verfahren (PZV), wende Extrapolation in jedem Schritt an!

e Normalschritt: PZV mit h:

1
'y,(\.+)1 =y + hf(zk, yr)

y
e Doppelschritt: PZV zweimal ausgefiihrt mit '5'
(2) . h
YVerr = Ykt S (@ryr)
@ @ he o b
Y1 = y/H-% + 5]("’1»7 + 5:9;\.4_%)
e Richardson-Extrapolation:
2 1
Yey1 = 2?/;{.% —y X
) h (@ :
= 2yt A+ 50 y0) — vk — B (2k, vk)
, : h (2 :
= 2yk +hf(@eye) +hf @k + 5400 =y — 7f (Tk, yi)

h

h
= yr+hf(z,+ 5 Uk + §f($k~yk))'



Algorithmus: (Verbesserte Polygonzug-Methode)

kl — f(xkayk)
h h
ko = f(xk+§ayk+§k1)
Yk+1 = Yk + hko

Verbesserte Polygonzugmethode



Idee: (Trapezmethode)

e Neue Idee: Integriere die DGL ¢/(z) = f(z,y(x)) fur einen Zeitschritt und
erhalte

yans) — yla) = [ " (@) do

e LOse das Integral mit Hilfe einer (numerischen) Quadraturformel (hier Trapezregel):

h . .
Y+l = Yk + 5 (@, yr) + f(@rt1, Yrt1)]

e Erhalte implizites Verfahren, die Trapezmethode.



Bemerkungen: (Trapezmethode)

e Da die implizite Losung meist ein nichtlineares Problem enthalt, lose mittels
Fixpunkt-Iteration:

(0)

Yri1 = Ykt f(Tk,Yk)
s h S
y’(€++11) = Ukt3 [f(ipkayk)‘l‘f(xk—i—l,y](gll)} s=0,1,2,...

e Erhalte Konvergenz, falls |f(x,y) — f(z,y*)| < L|ly — y*| (Lipschitz-stetig)
und & < 1 (Banachscher Fixpunktsatz).



Idee: (Methode von Heun)

e |teriere in der Fixpunktiteration lediglich einen Schritt:

(p)

Yre1 = Yk + f(@r,yr)
h
Ye+1 = Yk T+ 9 [f(iﬂk,yk) + f(ZTr41, y,i’_’ﬁl)] .

e D.h. Euler Methode ermittelt Prediktorwert y,(fjr)l, Trapezmethode bestimmt
korrigierten Wert vy, 1.

e Das folgende Heun-Verfahren ist eine Pradiktor-Korrektor-Methode:

kl — f(xkayk)
ko = f(zr+ h,yr + hky)

h
Ykt1 = Yk -+ §[k1 + ko)



Runge-Kutta Verfahren

Vorbemerkungen
« Die Methode von Heun und das verbesserte Palyganaugverfahran sind Beispicle
fir qalizite ravistudige Rurge-Kutta Verfahren mit Fohlorondaung 2.
o Tiir die Beschreibung von Runge Kutta Verfahren mit héharen Fehberordnun
gen starten wir von der Integralgleichung

/

o Venwende 2ur Benschnung des Integra’s sine allgemeire Quadraturfarmel mit
3 Stutestellen im Interaall [op oyy . Dis fohrt sul den Ansate

et = ¥+ Ao S0 + e fiG.plG) + af

o Dabri ssien 5 + oy + s = 1, §, die Stiitzstellen.

Ocstimmung der Stutzstellen und Werte:

o Werarern 51T ssiulan

Algorithmus: (3 Slufiges Runge Kulla Verlahren)

ko= fle )

ka Sl asle e | lp &)

ks = Flae—aghoe + ki Ry = baake)
W = we+ Aok — ok + skl

Heun-Verfahren dritter Ordnung erhils man durch cie f




Vorbemerkungen:

e Die Methode von Heun und das verbesserte Polygonzugverfahren sind Beispiele
fur explizite zweistufige Runge-Kutta Verfahren mit Fehlerordnung 2.

e Fir die Beschreibung von Runge-Kutta Verfahren mit hoheren Fehlerordnun-
gen starten wir von der Integralgleichung

Lh41

Y(@rn) — y(on) = / f(z,y(x)) da.

Tk

e Verwende zur Berechnung des Integrals eine allgemeine Quadraturformel mit
3 Stiitzstellen im Intervall [z, 2k 41]. Das fiihrt auf den Ansatz:

Yr+1 = Y + hlei f(§1,9(61)) + caf (2, y(&2)) + e3f(€3,9(63))]-

e Dabei seien ¢; + o + ¢c3 = 1, &; die Stutzstellen.

Bestimmung der Stutzstellen und Werte:



e Dabei seien ¢1 + c2 +c3 = 1, &; die Stutzstellen.

Bestimmung der Stutzstellen und Werte:

e Verwende Stutzstellen

1=k, & =xk+a2h, &3 =xp+ash,
o Wegen &, =z}, ist y(&1) = Y-
o Fur y(&) und y(&3) verwende Pradiktor-Ansatz:

y(&2) : ys = Yk + hba f(Tk, yk)
y(fg) : y; = Yk + hbglf(ll)‘k, yk) + hbng(ﬂ)k; + Clzh, y;)

e Man erhalt Parameter ay,as,b21,b31,b32, 1,2, c3, die so gewahlt werden,
dass eine optimale Fehlerordnung erreicht wird.
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dass eine optimale Fehlerordnung erreicht wird.

Algorithmus: (3-Stufiges Runge-Kutta Verfahren)

ki = f(zk,yk)

ko = f(xk + ash, yi + hba1ky)

ks = f(xr +ash,yr + h(b31k1 + b32k2))
Yk+1 = Y + hlerkr + coky + c3ka).

Heun-Verfahren dritter Ordnung
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