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Rand- und Eigenwertprobleme



Erinnerung
Potenzreihen-Ansatz

Zusammenfassung:
Betrachte das AWP

Yy +y=cos(2z), mit y(0)=0,y'(0)=1.

1. Verwende den Ansatz einer Potenzreihe: y(z) = ag+ax+asz®+azz®+--- =
20 k
e arzk.

. Berechne ¥’ und y"” aus diesem Ansatz.
. Erhalte ag und a; aus Anfangswerten.
. Setze Reihen in DGL ein, verwende Potenzreihendarstellung fir cos.

. Fihre Koeffizientenvergleich durch und erhalte y als Potenzreihe.

(= S

. Falls moglich, erhalte geschlossene Form aus Potenzreihen-Darstellung fiir y.

Bemerkungen

e Falls Anwangswerte y(xo) = wo,¥ (20) = y1,20 # 0 gegeben sind, dann
verwendet man den Ansatz

/ y 2 k
ylx) ag+a1(x —xg) +ag(x —29)" + -+ E aplr —xg)".

e Im Allgemeinen ist eine geschlossene Form nicht unbedingt zu finden. Dann
muss man mit der Potenzreihe von y(x) oder gar ihren ersten Gliedern vorlieb
nehmen.

Der wesentliche Nutzen der Potenzreihe liegt in der “einfachen" Differenzier-
barkeit!



Potenzreihen-Ansatz

Zusammenfassung;:
Betrachte das AWP

y" +y =-cos(2x), mit y(0)=0,9'(0) = 1.

1. Verwende den Ansatz einer Potenzreihe: y(r) = ag+a1z+asx?+azz®+--- =
oo k

Berechne 3’ und 4" aus diesem Ansatz.
Erhalte ag und a; aus Anfangswerten.
Setze Reihen in DGL ein, verwende Potenzreihendarstellung fiir cos.

Fihre Koeffizientenvergleich durch und erhalte y als Potenzreihe.

o v A w N

Falls moglich, erhalte geschlossene Form aus Potenzreihen-Darstellung fur y.

Bemerkiinocen:
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Bemerkungen:
e Falls Anwangswerte y(xg) = vo,vy' (x0) = y1,20 # 0 gegeben sind, dann

verwendet man den Ansatz

y(z) = ag +a1(x — o) + as(x —20)* + -+ - = Zak(a: — x0)*.
k=0

e |Im Allgemeinen ist eine geschlossene Form nicht unbedingt zu finden. Dann
muss man mit der Potenzreihe von y(x) oder gar ihren ersten Gliedern vorlieb
nehmen.

e Der wesentliche Nutzen der Potenzreihe liegt in der “einfachen” Differenzier-
barkeit!



Randwertprobleme

Definition: (Differentialausdruck 2. Ordnung)
Sei I R abgeschlossenes Intervall und ag(x) # 0, ay(x), aglx), r(z) stetige
Funktionen, Dann definiere

Diy] = aa(@)y"(z) + au(x)y(x) + az(z)y(x)
den Differentialausdruck, der auf 1 zweimal stetig differenzierbare Funktionen ¢{x)
in stetige Funktionen Dy iiberfihrt
Bemerkungen:
* Betrachte die DGL 07y) = vixh.

« Mit Anfangswerten

wilh = Ll ek
existiert nach Satz genau cine Losung auf £,

® Frage Was, wenn nicht nur an £, sordern auch an einer anderen Stelle
Bedingungen gestalit werdan?

Bemerkung (Lineares Ghchungssystem)

Definition: (Sturmsche Randbedingungen)
Sei die Differentialgleichung

Dlgl = rix)
wie zuvor gegeben. Seien weiter

Ri{y) = oyial +5iy'(a),  Reiyl = aup(b) + 3a/(b),

Hew e B of 450 b= 1,2
Dann erfiille die DGL die Sturmschen Randbedingungen

Rily) = [k=1,2).

Frage Lasharke | dee DGL mit Randbedingangen

* Algemzne Léaung: yix) — ¢ yila] | eopsl(r)

{&1. w2} Fundsmentaleystem cer homagenen DGL D]y
Lasung cer inhomogenen DGL D[] = rix).

), wobei e,03 € X
uné . partikulire

"

= n

iadjer = {mpalo) + Apilalle: = = agpla) — diiald
1 {onag(®) | Fau (b))

e oD} S

® Mit den Definitionsn fiir 1;, 23 vnd

= - ayle) - Silal, oz = - aslb) - Baf(8)

erhalte lincares Glichungssyszam

i) il
Haiw) Ralus

® Isz das linears Gleichungssystem lésba. 50 auch e DGL mit Rancbedingun-

gen. Ao ) )
ao [l ) 2]




Definition: (Differentialausdruck 2. Ordnung)
Sei I C R abgeschlossenes Intervall und ag(z) # 0, a1(x), az(z), r(x) stetige
Funktionen. Dann definiere

D[y] := ao(z)y" (z) + a1(2)y'(z) + az(z)y(z)

den Differentialausdruck, der auf I zweimal stetig differenzierbare Funktionen y(z)
in stetige Funktionen D(y| uberfiihrt.

Bemerkungen:
e Betrachte die DGL D[y] = r(x).

e Mit Anfangswerten

y(é) = Na; y’(é) =%, §€I, Nayva ER,
existiert nach Satz genau eine Losung auf 1.

e Frage: Was, wenn nicht nur an &, sondern auch an einer anderen Stelle o
Bedingungen gestellt werden?

Bemerkung: (Lineares Gleichungssystem)
Frage: Losbarkeit der DGL mit Randbedingungen.



Bemerkung:
Randwertprobleme sind (anders als Anfangswertprobleme) nicht immer |osbar!



Definition: (Sturmsche Randbedingungen)
Sei die Differentialgleichung

wie zuvor gegeben. Seien weiter

Ri(y) == ary(a) + B1y'(a), Ra(y) = azy(b) + B2y’ (b),

mit ag, Bk, Ve € R, Oé,% +,3;% >0, k=1,2.
Dann erfulle die DGL die Sturmschen Randbedingungen

Ri(y) = (k=1,2).
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Was, wenn nicht nur an &, sondern auch an einer anderen Stelle o
ngen gestellt werden?

Bemerkung: (Lineares Gleichungssystem)
Frage: Losbarkeit der DGL mit Randbedingungen.

e Allgemeine Losung: y(z) = c1yi(x) + caya(x) + yp(x), wobei ¢1,co € R,
{y1,y2} Fundamentalsystem der homogenen DGL D[y] = 0 und y,, partikulare
Lésung der inhomogenen DGL D[y] = r(z).

e Die Ableitung: ¢'(x) = c1) (z) + cays () + yp, ().

e Damit ergeben sich fiir die Randbedingungen:

arferyi(a) + c2y2(a) + yp(a)] + Bileryi(a) + caz(a) + yp(a)] = m
azlerys (b) + c2y2(b) + yp(0)] + Ba[ery1 (0) + capn(b) + 4, (b)) = 72

e Umformen:

(01y1(a) + .31;1/1 (a))cl + (alyz(a) + B1'y§(a))62 = M- alyp(a-) - ﬂly;,(a)
(a2y1(b) + Bayy (b))er + (a2y2(b) + Bayz(b))ea = 72 — azyp(b) — Bayy(b).

e Mit den Definitionen fiir Ry, Ry und

T =7 —a1yp(a) = fryp(a), T2 =2 — aayp(b) — Bay,(b)

erhalte lineares Gleichungssystem

(ato ey ()= (7)

e Ist das lineare Gleichungssystem losbar, so auch die DGL mit Randbedingun-

gen. Also
Ri(y1) Ri(y2)
der () ) #o (2]



Bemerkung: (Lineares Gleichungssystem)
Frage: Losbarkeit der DGL mit Randbedingungen.

o Allgemeine Losung: y(x) = ciyi(x) + cay2(z) + yp(x), wobei c1,c2 € R,
{y1,y2} Fundamentalsystem der homogenen DGL D|y| = 0 und y,, partikulare
Losung der inhomogenen DGL Dly| = r(x).

e Die Ableitung: y/(z) = c1y; () + cayp(z) + y,(x).

e Damit ergeben sich fur die Randbedingungen:

ai[cryi(a) + caya(a) +yp(a)] + Bilaryi(a) + cays(a) +yp(a)] = m
azle1yr(b) + cay2(b) + yp(D)] + Balc1yy (b) + caya(b) + 4, (0)] = 7o

e Umformen:

(a1y1(a) + Bryi(a))er + (aayz(a) + Biys(a))cz = 71— arypla) — 51%(6)
(a2y1(b) + Bayi(b))er + (aoya(b) + Bays(b))ca = v2 — aayp(b) — B2y, (D).



azlc1y1(b) + c2y2(b) + yp(b)] + B2lcrys (b) + c2y2(b) +y,(0)] = 72

e Umformen:

(aay1(a) + Bryi(a))er + (arya(a) + Prys(a))ca = 71— aayp(a) — Bry,(a)
(a2y1(D) + B2y (D))c1 + (aaya(b) + Bays(b))cz = 72 — aayp(b) — B2y, (D).

e Mit den Definitionen fur R, Ry und

r1 = — ayp(a) — fry,(a), 12 ="v2 — azyp(b) — B2y, ()

erhalte lineares Gleichungssystem

(o) e (2= (1)

e |st das lineare Gleichungssystem losbar, so auch die DGL mit Randbedingun-

gen. Also
Ri(y1) Ri(y2)
det (R2(yl) Ry (92)) 70 e



Selbstadjungierte
Differentialausdriicke
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Definition: {Sturm-Liouwsliescher Differentialavsdruck)
i) sei auf efnem Intervall I = a. b stetig difi'bar und positiv. g{as und z[.] seien
auf I stetig. Dann hoiBen

Lyl ipleh'y glely
Sturm-Liouvillescher Differentialausdruc« und
Liyl  zie}

Sturm-Liouvillesche Differentialzleichung.
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Vorbemerkung: (Differentialausdriicke)
Betrachte Differentialausdriicke

D:C?%a,b,R) = W

e C?%([a,b],R) ist die Menge der auf dem Intervall I = [a,b] zweimal stetig
diff'baren Funktionen.

e W ist eine Menge von stetigen Funktionen, Bildbereich von D.



Definition: (Adjungierter Differentialausdruck n-ter Ordnung)
Sei

Dly] =) ay(z)y™™ "
v=0

ein linearer Differentialausdruck n-ter Ordnung, a, (x) vorgegebene auf I (n — v)-
mal stetig diff'bare Funktionen, ag(x) # 0, der auf y(x) eine beliebige auf I n-mal
stetig diff’bare Funktion angewendet wird.

Der zu Dly] adjungierte Differentialausdruck ist dann gegeben durch

n
D*[yl = > (—1)" " (ay(z)y(z))™ .
v=0
Beispiel: n = 2
D[yl = ao(z)y” + a1(z)y’ + az(z)y

D*[y] = (ao(z)y)" — (a1(2)y) + az(z)y

= ap(z)y” + (_'2(1,/, (z) —a1(x))y + ('(1,(,/('.1' ) — u’1 (z) + az(x))y.
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D*ly] = Y (=1)" " (ay(x)y(z)) """
v=0
Beispiel: n = 2
ao(z)y” + ai(z)y’ + az(x)y

(ao(z)y)" — (a1 (x)y) + az(z)y
ao(7)y" + (2ap(z) — a1(x))y’ + (ag(x) — aj(z) + az(z))y.

N
*
=
|



(ao(z)y)" — (a1(x)y) + as(x)y
ao(z)y" + (2a((z) — a1(x))y’ + (ag (z) — aj(z) + az(x))y.

Definition: (Selbstadjungierter Differentialausdruck n-ter Ordnung)
Ein Differentialausdruck Dly] heiBt selbstadjungiert, wenn

D*[y] = Dy

fur alle auf I n-mal stetig diff'baren Funktionen y gilt.

Beispiel: Selbstadjungierter Differentialausdruck fur n = 2:



Beispiel: Selbstadjungierter Differentialausdruck fiir n = 2:
Wir hatten schon berechnet:

Dlyl = ao(x)y" + a1(x)y’ + az(x)y
D[yl = (ao(x)y)” — (a1(z)y) + az(z)y
= ao(x)y" + (2ap(z) — a1(x))y’ + (ag(z) — ai(z) + az(x))y.

Damit und mit D*[y] = D|y]| folgt:

200 —al =a1 = apy=a

! / 17 /
ag — a1 +az =az = Qap = aj.

Damit erhalt man
Dly] = (ao(2)y")" + az(z)y. 9



Definition: (Sturm-Liouwillescher Differentialausdruck)

p(x) sei auf einem Intervall I = [a, b| stetig diff’bar und positiv, ¢(x) und z(x) seien
auf I stetig. Dann heiBen

Lly] = (p(x)y")" + q(z)y

Sturm-Liouvillescher Differentialausdruck und

Sturm-Liouvillesche Differentialgleichung.



Beispiele: (Besselsche Differentialgleichung)

1. Fur die DGL
y//+elyl+$y=0

s(:r)z/C 1_0dx=e$,

und damit die selbstadjungierte Form

erhalt man

(e y) —ze® y = 0.
2. Fur die Besselsche DGL
22y +zy + (2 —nHy =0, (z>0)

erhalt man

—2
s(x) :/x p Ldr = —Inz,

d.h. die DGL ist mit e*®) = 1 zu multiplizieren; damit ist die selbstad-
jungierte Form

' ! n2 1A, n2
xy” +y +(w—;)y=(xy) +(w—;)y=0-



elbstadjungierte
Differentialoperatoren
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Betrachte: [Randwertproblem)
Zu lsen sei auf dem Intervall I = a,b|

i
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sillzchs Cigenvcrtproakey
Dabei sei L ein Sturm-Licuvillscher Differentialausdruck, A € R ein Parameter,

=Lyl ae Ay € Bomitod + 32 =0 (k=1,2), wir) eine auf I positve stetige Funktion.

Als Definitionsberaich von L wird €%{a, b]. R) angenommen, genauer die Teilmenge
Eigerfuniticnen M © C*{[a.B,R) von Funktionen, welche die Randbedingungen e-fillent. Die
el ches Elemente aus f heiBen Testfunktionen.

'212] 2L zegebenen Farsmetern A FeiBe
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Definition: (Scibstad) ter Diff perator)

Sei L ein auf 1 = [z, 0] definierter selbstadjungierter Differentialausdruck 2, Ord
nung, und sei M C C?*([a.b]. R) die Menge aller Funktionen, die vorgegebene
Randbedingungen an & = a und x = b erfiillen (Testfunktionen).

Gilt fiir alle 1,1 € M

(Lfer],v) = (u, L]u]),
so heiBt L selbstadjungierter Differ loperator auf M. Das zugehorige Randw-
r b helﬂl benfalls selbstad) iert,




Bemerkung: (Integralbeziehung von Differentialausdriicken)

e Verwende das Skalarprodukt fiir zwei auf I = [a, b] stetige Funktionen f, g :
I —R:

b
(f,9) =/ f(x)g(x) dx.

e Mittels partieller Integration (zweifach) erhalt man

b
(D[u],v) = [apu” + a1’ + agu]v dz

a
b

= / ul(agv)” — (a1v)" + agv] dz + [W'agv]® + [uaiv]® — [u(agv)')’
a

= (u,D*[v]) + [Wagv]’ + [ua,v]’ — [u(agv)']’.

e Die Beziehung aus der LA
(fx),y) = (x, [ (¥))

fur lineare Abbildungen f : R™ — R™ und ihre Adjungierten f* mit Euklidis-
chem Skalarprodukt lasst sich auf Differentialausdriicke iibertragen, falls

[/ agv])’ + [uaiv]® — [u(aev)’)l = 0.

e Also miissen u,v,ag,a; bestimmte Randbedingungen erfiillen (z.B. u(a) =
u(b) = v(a) = v(b) = 0). Dann gilt

(D[u],v) = (u, D*[v]).



Beobachtung: (Integralbeziehung von selbstadjungierten Differentialausdriicken)
Fur selbstadjungierte Differentialausdrucke L vereinfachen sich die Randbedingun-
gen. Es gilt:

b
(Llul,v) = j/ [(p') + qulv dz
B / (—u'pv’ + ugqu) dz + [pu'v];

= [ ulv') + vl do + fpu'oll — fupv'):
= (u,L[v]) + [p(u'v — w’)]5.
Die Beziehung (L[u],v) = (u, L[v]) gilt, falls

[p(2) (' (z)v(2) — u(z)v'(z))]s = 0.



Betrachte: (Randwertproblem)
Zu losen sei auf dem Intervall I = [a, b]

—Lly] = Aw(z)y,
Ri(y) = oawy(a)+ 1y’ (a) =0,
Ra(y) = agy(b) + B2y (b) = 0.

Dabei sei L ein Sturm-Liouvillscher Differentialausdruck, A € R ein Parameter,
ag, B € R mit a2 + 82 > 0 (k= 1,2), w(x) eine auf I positive stetige Funktion.

Als Definitionsbereich von L wird C?([a, b], R) angenommen, genauer die Teilmenge
M C C?([a,b],R) von Funktionen, welche die Randbedingungen erfiillen!. Die
Elemente aus M heiBBen Testfunktionen.



Definition: (Selbstadjungierter Differentialoperator)
Sei L ein auf I = |a, b] definierter selbstadjungierter Differentialausdruck 2. Ord-
nung, und sei M C C?([a,b],R) die Menge aller Funktionen, die vorgegebene
Randbedingungen an « = a und = = b erfillen (Testfunktionen).
Gilt fur alle u,v e M

(Llu],v) = (u, L[v]),

so heiBt L selbstadjungierter Differentialoperator auf M. Das zugehorige Randw-
ertproblem heilt ebenfalls selbstadjungiert.

Bemerkungen: (Hinreichende Bedingungen fiir Selbstadjungierte Differentialoper-
atoren)

1. Falls alle Funktionen in M die Randbedingungen 1;(y) = R2(y) = 0 (s.0.)
erfiillen, dann ist L selbstadjungierter Operator auf M.

2. Sei pla) = p(b) > 0 und M die Menge aller Funktionen, welche periodische
Randbedingungen erfiillen, d.h

y & M = yla) = y(b) und y'(a) = ¢'(b).
Dann ist L selbstadjungierter Operator auf M

3. Falls p(x) > 0 fur z €]a, b[ und p(a) = p(b) = 0, dann ist L selbstadjungierter
Operator fiir alle u,v € C*([a,b], R).



Bemerkungen: (Hinreichende Bedingungen fiir Selbstadjungierte Differentialoper-
atoren)

1. Falls alle Funktionen in M die Randbedingungen R1(y) = R2(y) = 0 (s.0.)
erfullen, dann ist L selbstadjungierter Operator auf M.

2. Sei p(a) = p(b) > 0 und M die Menge aller Funktionen, welche periodische
Randbedingungen erfullen, d.h.

y € M = y(a) =y(b) und y'(a) = y'(b).
Dann ist L selbstadjungierter Operator auf M.

3. Falls p(x) > 0 fir = €]a, b und p(a) = p(b) = 0, dann ist L selbstadjungierter
Operator fiir alle u,v € C?([a, b, R).



Satz: (Selbstadjungiertes Sturm-Liouvillsches Eigenwertproblem)

Seien L[y] = (p(x)y’) + q(x)y der fir z € [a, b] definierte Sturm-Liouvillsche Dif-
ferentialausdruck mit stetig diff'barer Funktion p(x) > 0, stetig diff'barer Funktion
q(x) und stetiger Funktion w(z) > 0, A € R ein Parameter und ay, Sr € R mit
a2 +2>0(k=1,2).

Dann ist das Sturm-Liouvillsche Eigenwertproblem

Lyl + Mw(z)y =0, a1y(a) + f1y'(a) = 0, aay(b) + Bay'(b) =0
selbstadjungiert.

Nichttriviale Losungen y)(z) zu gegebenen Parametern A heiBen Eigenfunktionen
(falls sie existieren). Die entsprechenden Parameter A\ heiBen dann Eigenwerte des
Sturm-Liouvillschen Eigenwertproblems.



Selbstadjungierte
Differentialoperatoren

Selbstadjungierte
Differentialausdricke \




