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Laplace Transformation



Motivation

Idee: Wir betrachten das Anfangswertproblem n-ter Ordnung
Y™ +a, iy ot agy =(t), y(0) =y (0)=---=y"V(0) =0,
mit geeigneter rechter Seite 7.

Frage: Ist es moglich, eine Transformation Y (z) = T y(t)] bzw. R(z) = T|[r(t)]
zu finden, fiir welche auch die Umkehrung y(t) = T[Y(z)] bzw. =(t) = T[R(z)]
existiert, so dass

Y (z) = F[R(z)], F geeignetes Funktional,

leicht zu 16sen ist? Dann ware die Losung y(t) = T[Y (z)] leicht zu erhalten.



Idee: Wir betrachten das Anfangswertproblem n-ter Ordnung
y(n) + an_ly(n—l) + - Fagy = 'r(t), y(o) _ y'(O) S y(n—l)(o) =0,
mit geeigneter rechter Seite 7.

Frage: Ist es moglich, eine Transformation Y (2) = T[y(t)] bzw. R(z) = T[r(t)]
zu finden, fiir welche auch die Umkehrung y(t) = T[Y (2)] bzw. r(t) = T[R(2)]
existiert, so dass

Y(z) = F[R(z)], F geeignetes Funktional,

leicht zu I6sen ist? Dann wire die Losung y(t) = T[Y (2)] leicht zu erhalten.



Definition
Laplace-Transformation

Definition: (Laplace-Transfermation)
Sei f: [, 00 —+ K eine Funktion. Die durch

e
iz / 7T
'

mit = € £ definiertz Funktion & heift Laplace-1r. ierte von f. Die Abbild
von f auf & heiliz Lapace- Transformation. Verwende auch die Schreitweise £ (2] .

Fragen:
« Furwelche fist d'e Laplace-Transtormierte sinnvell?

@ Unter welchen Umstanden exist'ert das vne'gentliche Integral?

Definition: {exponentielle Ordnung)
Eine Funktion [ : [0.0c] -+ B ist von exponentieller Ordnung ~, falls Konstanten
M =0 und v € I existieren, so dass fir alle 0 < ¢ < o gilt

|Fif)] < Me™,

Bemerkungen:

« Polynome sind von exp. Ordnung.

e sin und cos sind von exp. Ordnung.
Beispiel: Verwende Taylor-Reihe fur ¢ = [

)

=t 2 Gt =66t -3¢ 10—

Satz: (Existenz der Laplace-Transformierten)
Sei f in [0, 20| stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung . Dann existiert
die Laplace-Transformierte F'(z) fur alle z € C mit Rez > 4.

Beobachtungen fomz

o Das Integral [ e [{t) dt existiert also in einer
rechten Halbebene der GauBschen Zahlenebene

e Je schwacher f(t) fir { — oc wachst, desto weiter
reicht der Konvergenzbereich nach links




Lapiace-I1ransri

Definition: (Laplace-Transformation)
Sei f :[0,00[— R eine Funktion. Die durch

F(z) = /O T e di

mit z € C definierte Funktion F' heiBt Laplace-Transformierte von f. Die Abbildung
von f auf F heiBt Laplace-Transformation. Verwende auch die Schreibweise L[ f(%)].

Fragen:

e Fur welche f ist die Laplace-Transformierte sinnvoll?

e Unter welchen Umstanden existiert das uneigentliche Integral?

nt\‘:n:-.-:‘\u‘- /l\\ll



Integral?

Definition: (exponentielle Ordnung)
Eine Funktion f : [0,00[— R ist von exponentieller Ordnung -, falls Konstanten
M > 0 und v € R existieren, so dass fur alle 0 < t < oo gilt

[f()] < Me™.

Bemerkungen:
e Polynome sind von exp. Ordnung.
e sin und cos sind von exp. Ordnung.

Beispiel: Verwende Taylor-Reihe fur ¢ > 0:

3| =1t <6e! =64+6t+3t°+1>4---



it = t° < 6e' = 6 + 6t +

Satz: (Existenz der Laplace-Transformierten)
Sei f in [0, oo stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung ~y. Dann existiert
die Laplace-Transformierte F'(z) fiir alle z € C mit Rez > ~.

Beobachtungen: Imz|

o Das Integral [~ e *! f(t) dt existiert also in einer

rechten Halbebene der GauBschen Zahlenebene.
Konver zgebiet

e Je schwacher f(t) fur ¢t — oo wachst, desto weiter
reicht der Konvergenzbereich nach links.

M




Inverse
Laplace-Transformation

Satz far die Laplace-
Sei / von exponentieler Ordnung . f verschwinde fiir [ < 0 und sei in R stixckweise
glatt. Dana gix fike alle = = Rez > 5

| A
P ‘hi..'/: , Pt -

) A o (¢,
lio / Flz + ia)e' ™9t dy 19 oo

e Jim it

= o 0 <o

Insbesondere gt in jedem Stetighaitspunie ¢ von [

, ottt
"M = .“'."./:,d

A "
= = lim f Flr+im)e " dy
man ),

"(z)e* dz

fie x>y

Satz: (Eindeutigkeitssatz fir die Laplace-Transformation)
Seien f; und f, von exponentieller Ordnung «, fi.fa verschwinden fiir ¢ < 0
und seien in R stickweise glatt. Es gelte weiter fir die Laplace-Transformierten

Fi(z) = Fa(x) fiir Rez > .

Dann gilt fur jeden Punkt ¢, an dem f; und [, stetig sind,

Si(t) = f2(2)-

Bemerkungen:

o Die beiden Satze erlauben die Berechnung von f{t) aus einer Laplace-Transformierten
F(z) mittels Kurvenintegral in der GauBischen Zahlenebene.

* Die Laplace-Transformation fif} — F{z) ist eine eineindeutige Abbildung.

Beispiel: 7u

Tty =t
ist die eindeutige Laplace-Transformierte

. |
Fiz) = -



Satz: (Umkehrsatz fiir die Laplace-Transformation)
Sei f von exponentieller Ordnung v, f verschwinde fiir £ < 0 und sei in R stickweise
glatt. Dann gilt fur alle z = Rez >

:1:+1,A
— lim / et dz =
271'2 A— oo
. f(t+0)72Lf(t—0) (t > 0),
lim / (z +is)e® Tt ds = £(0+0) (t=0)
27{' A—o0 2 ’
0 (t <0).
Insbesondere gilt in jedem Stetigkeitspunkt ¢ von f
= — i F(z)e*
/(@) 2 Assoo |4 (2)e*" dz
1 A

= — lim F(z +is)e®tit gg
27T A— o0 —A

fur z > 7.



Satz: (Eindeutigkeitssatz fiir die Laplace-Transformation)

Seien f; und fo von exponentieller Ordnung v, fi,fe verschwinden fur ¢t < 0
und seien in R stuckweise glatt. Es gelte weiter fur die Laplace-Transformierten
Fi(x) = Fy(x) fir Rez > 7.

Dann gilt fur jeden Punkt ¢, an dem f; und f5 stetig sind,

f1(t) = fa(t).



Bemerkungen:

e Die beiden Satze erlauben die Berechnung von f(t) aus einer Laplace-Transformierten
F(z) mittels Kurvenintegral in der GauBschen Zahlenebene.

e Die Laplace-Transformation f(t) — F'(z) ist eine eineindeutige Abbildung.

Beispiel: Zu
f(t) =e*

ist die eindeutige Laplace-Transformierte




Rechenregeln der
Laplace-Transformation
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Stz (Trnzfematen der Abksitung uné des Intograis)
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wie im aurigen Satz Daen gilt Kie Res = 7
Satz: (Lrearwit)
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1-mal stetis, differenziertar und £~ sicaveise gatt. Seizn
“11 e expeneaticler Oranung 1. Dane gift fir Rez = ¢
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3. Sei fowiein 1 Dann git fir R

o sirie =Leipi

Sotz (Transformation der Ableitung einer unstetigen Funktion) Sei f wieder eine
Funktion von exponentieller Ordaung v mit den weiteren Vorasssetzungen des
Sataes, und habe [ an der Stelle ¢ = 1 > 0 eine Unstetigkeit in Form einer Sprung-
stelle. Dann gilt

LIF )] = zL1f ()] — £(0) — [f(a+0) — fla—0)jc ™.
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Vorbemerkung: Wir bezeichnen mit F'(z) = L[f(t)] die Laplace-Transformierte
einer in [0, oo[ stiickweise stetigen Funktion von exponentieller Ordnung ~.



Satz: (Linearitat)
Seien f und g in [0, oo[ stiickweise stetig und von exponentieller Ordnung .
Dann gilt fur a,b € R

Llaf(t) +bg(t)] = aL[f ()] + gLlg()].



Satz: (Transformation der Ableitung und des Integrals)

1. Sei f wie im vorigen Satz. Dann gilt fir Rez > v
LIf' )] = =L[f(t)] — f(0).

2. Sei f (k — 1)-mal stetig differenzierbar und f(*—1) stiickweise glatt. Seien
f, f,.. .,f("’_l) von exponentieller Ordnung . Dann gilt fiir Rez > v

LIFP @) = 2L (B)] = 241 (0) = = FE7D(0).

3. Sei f wie in 1. Dann gilt fur Rez > v

ol £(r) dr = LU0



Beweis:

1. Folgt aus der Definition der Laplace-Transformierten mittels partieller Inte-
gration

LIf'(2)]

/ h e ZLf(t) dt
0
—  lim e T - /O (—2)e~*t f(1) dt

A—o0

= —f(0)+2 /0 et () db = 2LIf(1)] - £(0).

2. k-maliges Anwenden der obigen partiellen Integration fuhrt zur Aussage.

3. Wende 1. auf die Funktion h(t) = fot f(7) dr an.



Satz: (Transformation der Ableitung einer unstetigen Funktion) Sei f wieder eine
Funktion von exponentieller Ordnung v mit den weiteren Voraussetzungen des
Satzes, und habe f an der Stelle t = 1 > 0 eine Unstetigkeit in Form einer Sprung-
stelle. Dann gilt

LIf' )] = zL[f(#)] = f(0) — [f(a+0) — f(a—0)]e""*.



Satz: (Dampfung-Verschiebung, Streckung)
Sei f wieder eine Funktion von exponentieller Ordnung v mit den weiteren
Voraussetzungen des Satzes, F(z) = L[f(t)] = [, e *f(t) dt, Rez > 7.

—at

1. Ein Dampfungsfaktor e im Originalbereich bewirkt eine Verschiebung im

Bildbereich:

Lle ®f(t)] = F(z+a) fiir Rez > v —a.

2. Fura > 0 gilt
L f(at)] = éF(Z) fiir Rez > a - 7.



Definition: (Faltung)
Seien f und g Funktionen. Das Faltungsprodukt von f und g ist allgemein definiert
als

(f*xg)(t) := /_00 f(t—7)g(7) dr, teR.

Bemerkungen:
e Wir setzen jeweils voraus, dass das uneigentliche Integral existiert.

e Fur f und g Funktionen wie in der Laplace-Transformation gilt
f(t) =g(t) =0 fur t < 0. Daher ist dann

o

Fro®= [ se-ngm ar= [ - ng(r) dr

0



Satz: (Faltungsregel)

Seien f und g Funktionen von exponentieller Ordnung v mit f(t) = g(t) = 0 fur
t < 0. Sei f stetig und g stiuckweise stetig auf R. Dann existiert die Laplace-
Transformierte der Faltung f % g fir Rez > ~ und es gilt

LI(f*g) )] = LIf@)] - L]g(t)]

Defi
Seiel
als



Satz: (Laplace-Transformation einer T-periodischen Funktion)
Sei f T-periodisch (d.h. f(t —T) = f(t)), stuckweise stetig und beschrankt.
Dann gilt fur Rez > 0

1

L) = Tz [ €W du




Satz: (Laplace-Transformation eines Produktes mit einer Potenzfunktion)
Sei g(t) = (—1)"t"™ f(t) und f Laplace-transformierbar mit der Laplace-Transformierten
F(z)=L[f(t)]. Dann gilt

Llg(t)] = LI(-1)"t" f(t)] = F™)(2).



Lésung von DGLn mittels
Laplace-Transformation

Idee: Gegeben sei das Anfangswertproblem n-ter Ordnung
Yt any™ et agy =r(t), y(0) =y/(0) = =y D(0) =0,

mit r stiickweise stetiger Funktion von exponentieller Ordnung.
Setze
Y(z) = Lly(t)], und R(z) = LIr(t))-

Die Laplace-Transformation des AWP ergibt nach Rechenregel

(zn + a"_lzn*l RN aO)Y(Z) = R(z)
5> Y(2) = (" +an12"" 4+ a)'R() = G()R(:).

Findet man eine Funktion g(t) mit L[g(t)] = G(t), so folgt
L] = Y(z) = F(2)R(z) = LIg(t)|L[r(t)] = L[(g *r)(D)]
= ) = @0 = [ o= o

Die Funktion K (t,7) := g(t — 7) heiBt Greensche Funktion. o



Idee: Gegeben sei das Anfangswertproblem n-ter Ordnung
y™ a1y gy =r(t), y(0)=y0)=---= y=1(0) = 0,

mit 7 stickweise stetiger Funktion von exponentieller Ordnung.
Setze
Y(z) = L[y(t)], und R(z) = L[r(t)].

Die Laplace-Transformation des AWP ergibt nach Rechenregel

(2" +ap_12"" '+ +a))¥Y(z) = R(2)
= Y(2)=G"+ap 12" +---+a)) 'R(z) = G(2)R(2).

Findet man eine Funktion g(t) mit L[g(t)] = G(t), so folgt
Llyt)] = Y(z)=F(2)R(z) = L[g(t)]L[r(t)] = L[(g *7)(t)]
= ) = (@)= [ alt=rr) i

Die Funktion K(t,7) := g(t — 7) heiBt Greensche Funktion. o



Motivation

Definition
Laplace-Transformation

et et |

Inverse
Laplace-Transformation

Ldsung von DGLn mittels
Laplace-Transformation

Rechenregeln der
Laplace-Transformation




