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Erinnerung

Zusammenfassung:
Ist A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der homogenen DGL, dann
gilt:

1. Hat A die algebraische Vielfachheit v , dann sind

i) =M ylr) = 27T
Fundamentalldsungen der DGL.
2. Ist A — o+ ib komplex und hat die algebraische Vielfachheit » = 1, dann sind

n@ =, ey =2 e und wniz) =M, w(z) = 2" e

kom Fund llGsungen. Daraus folgt, dass
nir) = ™ eoshe,.. Cos b
e (2) = esinbr, ..., ya.ia) — 2" 0% sin b

reelle Fundamentallésungen der homogenen DGL sind.

ung: (Lésung der inh DGL »-ter Ordnung)

o Fir Gleichung v ter Qrdnung erhalten wir lin. unabhangige Lésungen
der homogenen Gleichung und variieren (7 3)

o Entsprechend muss man dic Annahmen reen

g™ b Ol

o Auderdem erha'ten wir

Clix

« Fs ergibt sich also ein lin, Gleichungssystem Tir C4 1), ...

n 2 R o 0
" Waooeee Mg ¢4 [
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merkung: Wronksi-Matrix ist regulir. also |ésbar

« Integration fihrt dann zur gesuchten Ldsung.
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Zusammenfassung;:
Ist A eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der homogenen DGL, dann
gilt:

1. Hat A die algebraische Vielfachheit » > 1, dann sind

y(z) = e, ... yp(x) = 2" s

Fundamentallosungen der DGL.

2. Ist A = a+ib komplex und hat die algebraische Vielfachheit » > 1, dann sind

zi(x)=e, .z (x) ="M und wi(z) =M, .. wp(z) = 2" e
komplexe Fundamentallosungen. Daraus folgt, dass
y(z) = e*®coshx,...,y-(z) =2" 'a cosbx
Yrr1(xz) = esinbz,...,yo(z) = " a® sinbx

reelle Fundamentallosungen der homogenen DGL sind.



Verallgemeinerung: (Losung der inhomogenen DGL n-ter Ordnung)

e Fiir Gleichung n-ter Ordnung erhalten wir lin. unabhangige Losungen 1 (z), . ..

der homogenen Gleichung und variieren Cy(x),...,Cy(x).

e Entsprechend muss man die Annahmen treffen
@)y + o+ C@)y® =0 (k=0,...,n—2).

e AuBerdem erhalten wir

Cr@)y™ ™V + -+ Cl(a)y Y = g(2).

e Es ergibt sich also ein lin. Gleichungssystem fir Ci(z),...,C) (z):

Y1 Y2 - Un C1 0
Yi Ys - Y C 0
ygn—l) yén—l) o y’stn—l) C;;. g(-T)

e Integration fihrt dann zur gesuchten Losung.

ayn(l)



DGLn mit einfachen
Inhomogenitéten

Bemerkung:

Variatian der Kanstanten ergibt immer eine partikulire Losung.
Vereinfachung ist moglich bei bestimmten rechten Seiten!

Ansatz:

Sei Ry faw) ein Polynom ra-ten Grades, m o % und scien o, d,v 0 B
Betrachte rechte Seiten der Form

Rinlede R0, Roirisin{Sz), ol cos

Verwende dann fur die partikulare Losung den Ansatz nach Art der rechten Seite.

Ansbtze (Tabee fir verschiedene rechte Seiten)
Seen R (2), S.(r). T(r). und Q. (r) Polynome m-ten Grades. Fir rechte
Seiten der Ant

Rylz), Role)™, Rylr)sin(fz), R.(z)coslyz)

(o, © R) wihlt man folgende Ansitze fiar die partikuliren Lisungen

Angitze fir partikuliire Lésungen:
9l Ansatz fOry.(s} Ansatzm Resoacnzfall
R T2 Werm ein Sammand des Ansatacs
Byl Tl Liwsunyg der bhamogenen Gleichung
R e ein)Sx) Toloiein/dx] it wicd der Ansuts so oft mit
L'z} cusiSx) +Qelx)col?z) = multipliziect,
bic kein Summand mehr Lisung
dor homogeren Gleidhung, isl.
Kombinalion dieser  Kambinatian Qo Ragel i maraul den loil
Funkiiooen der Arsdive des Arsilzes anzuwentden,
e den Resanarafall enthiilt, o
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Brispicd: [Resonanzfall)
Falls o — wy, cann ist Acceft)  Isiniuwt] | &sung des homogenen Systems

o Wl Ansatz: gyt = Alsoefeal) = Bsinfol)

# \
= il = ny cosliyt)
* Man spricht vom Rescnanzfzll, da die Amplitude von . wie ¢ wachst. Die
Freguenz w der reciien Seite (aufere Kraft) stimme mit der E genfrequens
wy des ungedampllen Systems ubersin,

Definition: (Kesenanz)
Wenn die rechte Seite oder ein Summand der rechten Seite der DGL

=1

¥ Gy wy o

Fund, allésung der h Grigen DGL st
w0 sprchit man von Resonanz,



Bemerkung:
Variation der Konstanten ergibt immer eine partikulare Losung.
Vereinfachung ist moglich bei bestimmten rechten Seiten!

Ansatz:
Sei R,,(x) ein Polynom m-ten Grades, m € N und seien «, 3,7 € R.
Betrachte rechte Seiten der Form

R, (x), Rmn(x)e*®, Ry (x)sin(fz), R,,(x)cos(yx).

Verwende dann fur die partikulare Losung den Ansatz nach Art der rechten Seite.

1

Ansadtze: (Tabelle fiir verschiedene rechte Seiten)
Seien R,,(x), Sm(z), Tn(x), und @,,(x) Polynome m-ten Grades. Fiir rechte



Beispiel: (Resonanzfall)
Betrachte ein ungedampftes Schwingungsproblem

y" +wiy = K sin(wt).

Charakteristisches Polynom (r = 0): P(\) = \? — w?.

Nullstellen von P(A): Ay 2 = fwpi.

Allgemeine Losung des homogenen Problems: yy, () = C cos(wot)+C sin(wot).

Ansatz (w # wp): yp(t) = Acos(wt) + Bsin(wt)

Allgemeine Losung des inhomogenen Problems:

K
y(t) = C; cos(wpt) + Cy sin(wpt) + o3

5 sin(wt).



T wg — w?

Beispiel: (Resonanzfall)
Falls w = wy, dann ist A cos(wt) + Bsin(wt) Losung des homogenen Systems.

e Wahle Ansatz: y,(t) = At cos(wt) + Bt sin(wt)

K
= yp(t) = 50 cos(wpt).

e Man spricht vom Resonanzfall, da die Amplitude von y, wie ¢ wachst. Die
Frequenz w der rechten Seite (auBere Kraft) stimmt mit der Eigenfrequenz
wo des ungedampften Systems lberein.







Definition: (Resonanz)
Wenn die rechte Seite oder ein Summand der rechten Seite der DGL

Y™ 4+ an 1y 4 agy = g(x)

Fundamentallosung der homogenen zugehorigen DGL ist,
so spricht man von Resonanz.



Ansadtze: (Tabelle fiir verschiedene rechte Seiten)
Seien R,,(z), Spm(x), Trh(x), und @Q,,(z) Polynome m-ten Grades. Fiir rechte
Seiten der Art

R, (z), Rp(z)e*”, R,(x)sin(Bz), R;(x)cos(yz)

(a, B,y € R) wahlt man folgende Ansatze fiir die partikularen Losungen:

Ansatze fur partikulare Losungen:

9(z) Ansatz fiir y,(z) Ansatz im Resonanzfall

R,.(z) T () Wenn ein Summand des Ansatzes
R, (z)e** T (z)e*® Losung der homogenen Gleichung
R, (z)sin(Bz) T (z) sin(fBz) ist, wird der Ansatz so oft mit
R,,.(z) cos(Bx) +Qm(z)cos(fzr) z multipliziert,

bis kein Summand mehr Losung
der homogenen Gleichung ist.

Kombination dieser Kombination Obige Regel ist nur auf den Teil
Funktionen der Ansitze des Ansatzes anzuwenden,
der den Resonanzfall enthilt.




Allgemeine Warnung
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Boabachtung {Strukzar cer Gleichung) Beobachtung: (Struktur der Gleichung}
Bavachse die DEL crster Srdurg Wenn

oy =2
WAy w Py —-ry=2x

gilt, dann auch wenn sie differenziert wird, also

* Fartikular

g [Variatian der Kosstanren] 1. Wyt =1

® A gemeine Lisung:

Und yix) e T 1 ist zuch Losung dieser DGL 2. Ordnung.

©

Warnung: (Struktur der Gleichung)

Bei der Umformung von mathematischen Modellen
(beispielsweise bei DGLn durch differenzieren)
muss die Losungsmenge gleich bleiben!



Beobachtung: (Struktur der Losung)

e Homogene lineare DGL n-ter Ordnung hatte genau n linear unabhangige Fun-
damentallosungen.

e Inhomogene lineare DGL n-ter Ordnung hatte allgemeine Losung der Form

y(x) = yn(x) + yp(z)

mit y,(x) Linearkombination der Fundamentallosungen und y,(z) irgendeine
Losung der inhomogenen DGL.

e Bislang betrachtet:
an(x)y(n) + an—ly(n_l) + -+ apy = g(w)v

wobei a,(z) = 1 angenommen wurde. Ist a,(z) # 1, aber a,(xz) # 0 fur
alle x € D, so kann man 0.B.d.A. durch a,,(x) teilen und erhalt die bisherige
Struktur.

e Falls a,(z) = 0, so andert sich die Ordnung der DGL und damit auch die
Struktur (man verliert eine Fundamentallosung).



Beobachtung: (Struktur der Gleichung)
Betrachte die DGL erster Orndung

yt+oy==x
e Losung der homogenen DGL (Trennung der Variablen): yp(x)

e Partikulare Losung (Variation der Konstanten): Yp ()

e Allgemeine Losung: y(x)



Beobachtung: (Struktur der Gleichung)

Wenn
y +ay==1

gilt, dann auch wenn sie differenziert wird, also
y' +y+zy =1

Und y(x) = ce™ T + 1 ist auch Losung dieser DGL 2. Ordnung.



Warnung: (Struktur der Gleichung)

Bei der Umformung von mathematischen Modellen
(beispielsweise bei DGLn durch differenzieren)
muss die Losungsmenge gleich bleiben!
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