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Weltere Losungsverfahren fur lineare DGLn
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Die Abbildung y (i) = e**y{0} ist Losung des DGL-Systems

Dabei ist

vy = Ay.



Satz: (Losbarkeit einer linearen DGL n-ter Ordnung)
Seien Funktionen a;(z), i = 0,...,n — 1 und g(x) stetig auf ]a, b[.

1. Dann gibt es ein auf |a, b definiertes Fundamentalsystem ¥, ..., y, von
Y™ tan_1(@)y™ D 4+ +a(x)y =0
und jede Losung yx(x) dieser homogenen DGL besitzt die Form
yr(2) = cryr(@) + -+ - + cnyn ()
mit geeigneten Koeffizienten cy,...,cy.

2. Je n Losungen der homogenen DGL bilden genau dann ein Fundamentalsys-
tem, wenn W (z) # O fiir alle z €]a, b[.

3. Sei yp(z) fir x €a, b eine partikulare Losung von
Y™ +an_1(x)y" Y + - + ao(z)y = g(x)
Ist y1,...,yn Fundamentalsystem der homogenen DGL, so sind durch
y(@) = yp(z) + c1yi (@) + - + cnpn(z), i €R
alle Losungen der linearen inhomogenen DGL n-ter Ordnung erfasst.

4. Ist £ €la,b[ und ng,...,Mp—1 € R, so gibt es genau eine Losung y(z) der
inhomogenen DGL, welche die Anfangsbedingungen

y(€) =m0, ¥' &) =m,-. .,y V() = N1

erfiillt. Die Losung existiert im gesamten Intervall |a, b|.



Satz: (Variation der Konstanten bei Systemen)
Es seien gegeben:

® yi,...,¥, Fundamentalsystem auf |a, b],
e Die Matrix Y(x) = [y1..-¥al,
e Inhomogenes System y' = A(x)y + g mit g komponentenweise stetig.

Dann ist
yp =Y(z) - c(x)

partikuldre Losung des inhomogenen Systems, wobei c(z) = [ ¢/(z) dz
und c’(z) = (¢ (z),...,c,(x))" Losung des Gleichungssystems

Y(z)-c'(z) =g.



Satz: (Losungen von DGL-Systemen mit konstanten Koeffizienten)
Sei A = (a;;) eine konstante n x n-Matrix mit a;; € R, A ein Eigenwert (EW) von
A mit zugehorigem Eigenvektor (EV) v.

Dann ist

y = e v

eine Losung des homogenen DGL-Systems erster Ordnung y’ = Ay.

Hat die Matrix A die n voneinander verschiedenen EW Ay, ..., \,, mit zugehorigen
EV vy,...,v,, dann bilden die Losungen
Yi = e)‘ixvia 1 =1, y TV

ein Fundamentalsystem. Durch die Linearkombination

n
y =) ey
=1

sind samtliche Losungen des homogenen DGL-Systems gegeben.



Zusammenfassend: (Matrix-Exponentiallosung)
Die Abbildung y(z) = €*?y(0) ist Losung des DGL-Systems

Dabel ist



Reduktionsprinzip

Prinzip: (Reduktion der Ordnung einer Differentialgleichung)
Sei u(x) # 0 eine Losung der linearen DGL n-ter Ordnung

Y™+ an (@Y™ + -+ ag(z)y = 0.

Dann fiithrt der Produkt-Ansatz y(z) = v(z)u(z) auf eine homogene lineare Differ-
entialgleichung der Ordnung n — 1 fiir w 1= v':

w1 4 bn_l(.q:)w("_Q) + o+ bhi(z)w = 0.

Ist wy,...,w,_; ein Fundamentalsystem der DGL n — 1-ter Ordnung und sind
V1, ...,Un—1 Stammfunktionen von wy,...,w,_1, so bilden
Uy UVY, -« oy U]

ein Fundamentalsystem der DGL n-ter Ordnung.



Prinzip: (Reduktion der Ordnung einer Differentialgleichung)
Sei u(x) # 0 eine Losung der linearen DGL n-ter Ordnung

y(’n) + an—l(x)y(n_l) 4+ ..o 4 ao(x)y = 0.

Dann fiihrt der Produkt-Ansatz y(z) = v(z)u(z) auf eine homogene lineare Differ-
entialgleichung der Ordnung n — 1 fiir w := v':

w1 4 b1 (@)w™ 2 .. 4 by (z)w = 0.

Ist wq,...,w,_1 ein Fundamentalsystem der DGL n — 1-ter Ordnung und sind
Vi,...,Un_1 Stammfunktionen von wq,...,w,_1, so bilden
U, UV, -« ., UVp_1

ein Fundamentalsystem der DGL n-ter Ordnung.



Lineare DGLn n-ter Ordnung
mit konstanten Koeffizienten
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Definition: (Lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizien-

ten)
Seienap € R, k=0,...,n—1. Dann ist

eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

Bemerkungen:

e Bei den linearen DGLn bzw. DGL Systemen mit konstanten Koeffizienten
existiert eine konstruktive Losungstheorie!

e Definiere den linearen Differentialausdruck (oder -operator)
Lly) = y™ + ap 1y + -+ + agy,
dann l3sst sich die Gleichung in der Definition abkiirzen zu L[y] = g(z).

e Bezeichne (bei Eindeutigkeit) die Gleichungen als homogene DGL n-ter Ord-
nung, bzw. inhomogene DGL n-ter Ordnung.



Beobachtung:
e Betrachte homogene DGL n-ter Ordnung.

e Ansatz:
y(r) =e

e Es gilt: y(F) = d‘i—kkem = \er und y = e £ 0 fiir x € R.

e Daher ist y = e genau dann Losung (g = 0), wenn X\ Nullstelle ist von

PA) =X"+ap_ 1 A" 1+ +ap.

Definition: (Charakteristisches Polynom)

Das soeben definierte Polynom P()\) heiBt charakteristisches Polynom der homoge-
nen Differentialgleichung L[y] = 0.

Die Nullstellengleichung P(\) = 0 heiBt zugehorige charakteristische Gleichung.



Losungsansatz:
Untersuchung des Nullstellenverhaltens von P()\) ergibt folgende Falle:

1. P(\) besitzt n verschiedene reelle Nullstellen Ay, ..., \,.
2. P(\) besitzt eine komplexe Nullstelle Ag.

3. P()) besitzt eine (reelle oder komplexe) r-fache Nullstelle Ay (r > 2).



Zusammenfassung:
Ist A\ eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der homogenen DGL, dann
gilt:

1. Hat X\ die algebraische Vielfachheit » > 1, dann sind

AT r—1 Az

yi(z) =€, ... y(z) =2" s
Fundamentallosungen der DGL.

2. Ist A = a+1ib komplex und hat die algebraische Vielfachheit » > 1, dann sind

z(z)=e,. . Lz () =2""1eM und wi(z) =€, ... w(z) = 2" e
komplexe Fundamentallosungen. Daraus folgt, dass
y(z) = e*®coshx,...,y-(z) = 2" 1a cosbx
Yrr1(z) = e ®sinbz,...,yo.(z) = 2" 'a sin bx

reelle Fundamentallosungen der homogenen DGL sind.



Bemerkungen:

e Man findet, dass stets n linear unabhangige Losungen yi(x) (k= 1,...,n)
existieren.

e Diese Losungen bilden ein Fundamentalsystem (Nachweis tiiber W (z) # 0 fir

2

Losungen der Form y(z) = cpe?*?)




Inhomogene DGL n-ter Ordnung

Vorbemerkungen:
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Zusammenfassung: (Losung der inhomogenen DGL 2. Ordnung)
Betrachte die inhomogene DGL 2. Ordnung

'+ birly = alx).
Dann lisst sich die aligemeine Lasung angeben als

"'rlr] wiw)— [

ylr} =

Bemerkung: Setze (7 = {4 = 0l da nur irgendeine Lasung gesucht ist
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Vorbemerkungen:

e Betrachte beispielhaft
"' +a(z)y’ +b(z)y = g(z).

e Seien y1(x) und ya2(z) lin. unabhangige Losungen der homogenen Gleichung
(d.h. g(z) =0).

e Also gilt
yi(z) y2(z)

(@) vi@) 7>

e Die Losungen der homogenen Gleichung lauten dann

y(z) = Cin(a) + Capa (). e



Zusammenfassung: (Losung der inhomogenen DGL 2. Ordnung)
Betrachte die inhomogene DGL 2. Ordnung

y' +a(x)y’ + b(z)y = g().

Dann lasst sich die allgemeine Losung angeben als

y(z) = [cl _ / y2$)(i<>‘””) d:c] 1 (z) + [02+ / le(;)(i()x) da:] ya ().




Verallgemeinerung: (Losung der inhomogenen DGL n-ter Ordnung)

e Fiir Gleichung n-ter Ordnung erhalten wir lin. unabhangige Losungen y1(z), .

der homogenen Gleichung und variieren Cy(z),...,Cy(x).

e Entsprechend muss man die Annahmen treffen
)y +- -+ CLx)y® =0 (k=0,...,n—2).
e AuBerdem erhalten wir

Cr(@)y" Y + -+ Cl )y = g(z).

e Es ergibt sich also ein lin. Gleichungssystem fiir C|(z),...,C} (z):
(1 Y2 cero Un C1 0
Yy Ya Yn CY 0
yin—l) ygn—l) o y’ELn—l) C':z g(:z:)

e Integration fuhrt dann zur gesuchten Losung.

s Yn(T)
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