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Lineare DGL n-ter Ordnung



Erinnerung:
Lineares DGL-Sytem 1. Ordnung

Satz: (Lasbarkeit linearer DGL-Systeme 1. Ordnung)

Die Elemente a;;{ic} der Matrix A{ir) und die Komponenten von g seien stetig im
Intervall Ja, b]. Sei weiter x4 <], ] und yo = (poy...-. Wom) " beliebig vorgegeben
Dann hat das Anfangswertproblem

Y =Alzly +8. vlw) =y,
genau eine Losung aufl ganz Ja, b].

Definition. [Lineares Differents chungssystem 1. Ordnung) e "
Unter €inem inearen Differentialgleichung:zystern 1. Ordnung versteht man eine Satz: (Losungen homogener linearer DGL-Systeme 1. Ordnung) )
Gleichung Sind die Elemente a,, (x) der Matrix A{x) stetig im Intervall |a, b, dann besitzt das

z) + 8. Alr) = gz o, 0 inhomogene System

) = A
wober die a,; () Funktionen snd, und v und i Spaitenvekioren ¥ = Alzly
von v Kempanenten, die von - sthingen. auf |a, b genau » linear unabhingige Losungen.
Ist g = 1), 50 heifit das Differentialg cichungssystem homagen,

Syszemen won A

Satz: (Wronski-Test)
Seien yi.....y, Losungen des Systems y' = A(z)y auf Ja,b].
Falls a;(r) stetig in Ja, b, dann gilt

st — | 5z handzit &5 sich um &z lineare DGL.

1. W(x) =0 oder W(x}) # 0 fiir alle x €]a. b].

2. Die Lésungen yi,...,yn bilden ein Fundamentalsystem auf la, b

el der s 1 Zm_,.? A mit der alge genau dann, wenn W(x) £ 0.
vy lineas unabhingigen Losungen des lingaren

Satz: [Haupluekloelosungen) Sei 4
braischen Vielfachheil o und vy, .
Gleichungssystems

{4 — AE]
Dann sind
ALYvy (k1.

linear unabhingige Lésungen des DGL-Sytems erster Ordaung y* = Ay.
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win Fuaduirente systen. Durch die Linearwentinst on

sivd simtliche Lisomgen de: horogenen DEL-Svztems gegeben



Definition: (Lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung)
Unter einem linearen Differentialgleichungssystem 1. Ordnung versteht man eine
Gleichung

y'(z) = Ax)y(z) +8, Ax) = [ai()]ij=1,.n

wobei die a;;(x) Funktionen sind, und y und g Spaltenvektoren
von n. Komponenten, die von x abhangen.

Ist g = 0, so heiBt das Differentialgleichungssystem homogen,
andernfalls inhomogen.

Bemerkungen:

e Differentialgleichungen k-ter Ordnung lassen sich zu Systemen von k Gle-
ichungen 1. Ordnung reduzieren!
ldee: 1 =y, zo =1/, 3 = 1", etc.

e Ist n = 1, so handelt es sich um eine lineare DGL.



Satz: (Losbarkeit linearer DGL-Systeme 1. Ordnung)

Die Elemente a;;(x) der Matrix A(x) und die Komponenten von g seien stetig im
Intervall ]a, b[. Sei weiter zq €]a, b und yo = (yo1,.--,Yon)  beliebig vorgegeben.
Dann hat das Anfangswertproblem

v\ — \:va\ -+ g, VAROV = Yo,

genau eine Losung auf ganz |a, b|.

Satz: (Losungen homogener linearer DGL-Systeme 1. Ordnung)
Sind die Elemente a;;(z) der Matrix A(x) stetig im Intervall ]a, b, dann besitzt das
inhomogene System

y = A(x)y

auf |a, b] genau n linear unabhangige Losungen.



Satz: (Wronski-Test)
Seien y1,...,¥n Losungen des Systems y’ = A(x)y auf |a, b|.
Falls a;;(z) stetig in |a,b|, dann gilt

1. W(z) =0 oder W(z) # 0 fur alle z €]a, b|.

2. Die Losungen y1,...,yn, bilden ein Fundamentalsystem auf |a, b]
genau dann, wenn W(zx) # 0.



Satz: (Losungen von DGL-Systemen mit konstanten Koeffizienten)

Sei A = (a;;) eine konstante n x n-Matrix mit a;; € R, A ein Eigenwert (EW) von
A mit zugehorigem Eigenvektor (EV) v.

Dann ist

y =eMv

eine Losung des homogenen DGL-Systems erster Ordnung y’ = Ay.

Hat die Matrix A die n voneinander verschiedenen EW Ay, ..., \,, mit zugehorigen
EV vi,...,v,, dann bilden die Losungen
yi = mv;é<3 1=1,...,n

ein Fundamentalsystem. Durch die Linearkombination

n
y = M c;ie v,
i=1

sind samtliche Losungen des homogenen DGL-Systems gegeben.



e Ist n = 1, so handelt es sich um eine lineare DGL.

Satz: (Hauptvektorlosungen) Sei A ein Eigenwert der n x n-Matrix A mit der alge-

braischen Vielfachheit o und v1, ..., Vv, linear unabhangigen Losungen des linearen
Gleichungssystems

(A—AE)°v =0.

Dann sind

J :
%mewauwﬁblymv:.w (k=1,...,0)

linear unabhangige Losungen des DGL-Sytems erster Ordnung y’ = Ay.



Matrix-Exponentiallosung

Vorbemerkung: (Exponential-Losung)
e Fiir lineare DGL 3 = ay gibt es die Losung y(z) = e®y(0).

o Ziel: ccmamm::m dieses Ergebnisses auf System
y' = Ay.

e Verwende dazu die Matrix-Exponentialfunktion

o
5>
k=0

|~

B*.

—

e cP ist eine (n x n)-Matrix, wenn B eine solche ist.

e Die Reihe konvergiert!

Zusammenfassend: (Matrix-Exponentiallosung)
Die Abbildung y(z) = e*y(0) ist Losung des DGL-Systems

Dabei ist
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Vorbemerkung: (Exponential-Losung)
e Fiir lineare DGL 3/ = ay gibt es die Losung y(x) = e*®y(0).
o Ziel: Gwmammc:m dieses Ergebnisses auf System

y' = Ay.

e Verwende dazu die Matrix-Exponentialfunktion
I
— k!

e ¢ ist eine (n x n)-Matrix, wenn B eine solche ist.

e Die Reihe konvergiert!



Zusammenfassend: (Matrix-Exponentiallosung)
Die Abbildung y(z) = e*?y(0) ist Losung des DGL-Systems

y = Ay.

Dabel ist

e = MU —_AF.
k!
k=0



Inhomogene
DGL-Systeme 1. Ordnung
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Satz: (Variation der Konstanten bei Systemen)
Es seien gegeben:

® yi,...,¥. Fundamentalsystem auf a,b],
o Die Matrix Y{z} — ly1...¥x,
¢ Inhomogenes System y' — A(x)y + g mit g kemponentenweise stetig.

Dann ist

¥ = Y(x)-clx)
partikulire Losung des inhomogenen Systems, wobei () = [ ¢'(x) dx
und ¢'(2) = (¢} {#),...,c,(x))T Losung des Gleichungssystems

Yix)-c'{z)=g.



Vorbemerkung: Losung erfolgt in zwei Schritten:
1. Losung des homogenen Systems

2. Bestimmung einer speziellen (partikularen) Losung



Satz: (Losungsstruktur des inhomogenen Systems)
Es seien gegeben:

e Inhomogenes lineares System: y' = A(z)y + g

e Homogenes lineares System: y’ = A(x)y

e Fundamentalsystem des homogenen Systems: y1,...,yn,
e Losung des homogenen Systems: y;, = c1y1 + -+ + Ch¥n
e Irgendeine Losung des inhomogenen Systems: y,,

Dann hat jede Losung des inhomogenen linearen System die Form

Y=YptClY1+ - +Cu¥yn=Yp T¥Yn

mit Konstanten ¢y, ...,c, € R|C.



Satz: (Variation der Konstanten bei Systemen)
Es seien gegeben:

® yi,...,¥, Fundamentalsystem auf |a, b],
e Die Matrix Y(x) = [y1...¥xnl,
e Inhomogenes System y' = A(xz)y + g mit g komponentenweise stetig.

Dann ist
Y = M\AHV . OA&V

partikuldre Losung des inhomogenen Systems, wobei c(z) = [ ¢/(z) dz
und c’(z) = (cy(z),...,c,(x))" Losung des Gleichungssystems

Y(z)-c'(z) =g.



Lineare DGL
n-ter Ordnung

Definition: {Lineare DGL n-ter Ordnung)
Eine linearen Differentialgleichung s-ter Ordnung ist gegeben durch
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Definition: (Lineare DGL n-ter Ordnung)
Eine linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung ist gegeben durch

y ™ +a, 1 (2)y" Y + -+ ap(z)y = g(=),

mit ag(x),...,a,_1(x), g(x) definiert auf |a, b|.

Satz: (Losbarkeit einer linearen DGL n-ter Ordnung)
Seien Funktionen a;(z), i = 0,...,n — 1 und g(z) stetig auf |a, b[.

1 Nann ~iht+ Arc Al AGf ;_\‘ ~J_- AAfiniavkar Ciindanmantalmimmdana g, A viAn



Bemerkung: (Lineare DGL n-ter Ordnung — System erster Ordnung)
Fuhre die Funktionen

Y=, Y2 =y, Yp =y Y

ein und erhalte folgendes System erster Ordnung mit n Gleichungen:

@\H = Y2
@m — Y3

!/
@3\| 1 — @3\

Yo = —ao(T)y1 — aa(T)y2 — = an-1(7)yn + g(z).



Bemerkung: Mit
\ 0
0
A(x) = :
0

0

/I@o () —a1(x) —asz(x)

entspricht die lineare DGL n-ter Ordnung also dem System

0o
IQ:LAHV\

y = A(@)y +g(a).
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Bemerkung: (Losbarkeit)
Betrachte den homogenen Fall: g(x) = 0. Dann ist y(z) Losung der linearen DGL
n-ter Ordnung, wenn

o ( MMW/ ] ( S”s )

\va@))  \y V()

Lésung des homogenen Systems y = A(z)y ist. Falls Anfangsbedingungen
y(&) =no, ¥ () =m,...,y" V() = nn_1

fur die Gleichung n-ter Ordnung gegeben sind, so ergeben

V\AMV — Adou\\:“ R vﬁ\z\lwvn_u

die Anfangsbedingungen des Systems.



Definition: (Fundamentalsystem einer linearen DGL) Seien
® yi,...,Yn auf |a, b[ definierte Losungen der homogenen DGL n-ter Ordnung,
® «1,...,a, € R Koeffizienten, und

e es gelte: falls fiir alle z €]a, b| fiir die
a1y1(z) + aeye(z) + - + apyn(z) =0
gilt, folgt a1 = a0 =---=a, = 0.

Dann heiBt y1,...,y, Fundamentalsystem der homogenen DGL n-ter Ordnung.



Bemerkung: Differentiation (fir k = 1,2,...,n — 1) der Gleichung

a1y1(x) + aoye(x) + - - + apyn(x) =0

fuhrt auf das lineare Gleichungssystem

(nm e e
Y1 a2

Yo Un,

/@? 1) m; DR 3 H( r@:\

Dieses Gleichungssystem besitzt genau dann nur die triviale Losung, wenn die De-
terminante der Koeffizientenmatrix nicht verschwindet.



erfiillt. Die Losung existiert im gesamten Intervall |a, bl.

Definition: (Wronski-Determinante von n Losungen einer linearen DGL n-ter Ord-

nung)
Seien y1,...,y, auf ]a, b| beliebige Losungen der homogenen DGL n-ter Ordnung.

Dann heil3t

Y1 Y2 Yn, /

Y1 Y Y,

W(z) := det “ “
I e I

die Wronski-Determinante dieser n Losungen.



Satz: (Losbarkeit einer linearen DGL n-ter Ordnung)
Seien Funktionen a;(z), i = 0,...,n — 1 und g(z) stetig auf |a, b|.

1. Dann gibt es ein auf ]a, b| definiertes Fundamentalsystem v, ..., y, von
Y™+ an1 @)y 4+ ag(z)y =0
und jede Losung yn(z) dieser homogenen DGL besitzt die Form
yn(z) = ciya () +- - + cnyn(2)
mit geeigneten Koeffizienten cy,...,c,.

2. Je n Losungen der homogenen DGL bilden genau dann ein Fundamentalsys-
tem, wenn W(z) # 0 fiir alle z €]a, b[.

3. Sei y,(z) fir z €]a, b] eine partikuldre Losung von
Y™ + an_1(z)y™ ) + -+ ao()y = g(x)
Ist 1,...,yn Fundamentalsystem der homogenen DGL, so sind durch
y(@) = yp(z) + c1ya (@) + -+ catn(z), ¢ €R
alle Losungen der linearen inhomogenen DGL n-ter Ordnung erfasst.

4. Ist £ €]a,b[ und ng,...,Mn-1 € R, so gibt es genau eine Losung y(x) der
inhomogenen DGL, welche die Anfangsbedingungen

y(€) =no, ¥'(&) =m,-. .,y V() = nur

erfillt. Die Losung existiert im gesamten Intervall |a, b[.

Definition: (Wronski-Determinante von n Losungen einer linearen DGL n-ter Ord-
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Definition
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