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Losung von DGLNn durchTransformation
Systeme 1. Ordnung
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SICSS at #C0OY13 and #COP23!

The third year in a row, some of our master students attend the
Conference of Youth and COP which take place in Bonn, Germany, this

year.
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Losungsschema:
Sei eine DGL gegeben in der Form

und seien g(z) und h(y) fir (z,y) € Dy stetig, h(y) # 0, G(z), H(y) wie oben.
1. Schreibe die DGL in der Form h(y)y’ = g(z) bzw. h(y)dy = g(x)dzx.
2. Integriere linke Seite nach y und rechte Seite nach .

3. Falls moglich, lose analytisch nach y auf:
H(y)=G(z)+C.
Falls nicht moglich, liegt die Losung y(z) in impliziter Form vor.

4. Fir C = Cy := H(yo) — G(x) ergibt sich die Losung des AWP y(xg) = yo.



Losungsidee 2: (Variation der Konstanten)
Fur die allgemeine Losung der homogenen linearen DGL ¢’ + p(x)y = 0 variiere C,
d.h. betrachte C = C(z).

e Ansatz:
y(z) = C(z)e 7).

e Einsetzen:

C'(2)e™ ") — C(z)p(x)e™ "™ +p(z)C(z)e™ " = g(a).

e Umformen und Integrieren:

C'(2)e '@ =q(z) =  C'(z)=q(x)e"™
= C(z) = / q(t)e’® dt + C;  Cy = konst.,C; € R.

0

e Verwendung des Ansatzes:

y(z) = e @ (Cl +/ q(t)e® dt)

0

Cle—P(m)+€—P(a:)/ ()P dt

o

= yhom(x) + yinh(x)-



Transformation

Vorbemerkung:
» Ziel: Lasung verschiedenzr DGLA erster und oweiter Ordning

« Typ: Betrzchte DGL won ger Form

Idee.

= Integration. Falls « = ¥z, ] allgemeine Lécung der DGL 1. Ordnung ist,

o ist
die) = [ Ve e+ 0, OO &
3llgameine Losung der DGL 2. Ordaung. o
Betrachte:

Ditreeentizlgleicnung der Form 3°  giax | by o], 5 7 0. Sei & stetig,

Ldsungsidee:

« Substitution: mit © — ax — by +cund 2’ —a - by’ ergibe sich:

and dam't

« Trennung der Variablen: Als Ldsung eradlt man
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Belrachle:
Se nun die DGL 2. Ordnung gegeben, wte o nichl explicit sullascht:

Lésungsidoe:

 Substitution: mit v/,
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Betrachte:
DCL der Form ' — ¢{¥), mit & / 0 und ¢ stetig.

Losungsidee:
* Substitution: mit « = ¥ ergibt sich:
y=aru = ¢ =u-+au=2acu)
und damit

P plu)—u

' =ou)—u =
T

« Trennung der Variablen: Als Lésung erhalt man

dn _ dr N / i du =Inlz|+

ofu) —u o« Glu) —w




Vorbemerkung:
e Ziel: Losung verschiedener DGLn erster und zweiter Ordnung
e Typ: Betrachte DGL von der Form
F(z,y',y") =0
Idee:

e Substitution: mit v := 3’ ergibt sich DGL 1. Ordnung:

F(z,v,v") =0

e Integration: Falls v = ¥(z, C) allgemeine Losung der DGL 1. Ordnung ist,
so ist

y(:c) = /\IJ(CI},C) de+ Cy, C,Ci €R

allgemeine Losung der DGL 2. Ordnung. o



Betrachte:
Sei nun die DGL 2. Ordnung gegeben, wobei x nicht explizit auftaucht:

F(y,y',y") =0
Losungsidee:
e Substitution: mit v(y) := ¢’ ergibt sich durch die Kettenregel:

//_i _d_vd_y_ / 0
y' = dxv(y)— dy dz =" (y)y" =2 (y)v(y)

Also erhalt man eine DGL 1. Ordnung fiir v: F(y,v,v'v) = 0.

e Integration: Falls v = U(z, () allgemeine Losung der DGL 1. Ordnung ist,
so ist mit v(y) = v/

y =¥(y,C)

eine DGL mit trennbaren Veranderlichen fur y gegeben, mit allgemeiner im-
pliziter Losung

Yy dc
= R.
/yo o) T Gac 2



Betrachte:
DGL der Form ' = ¢(£), mit = # 0 und ¢ stetig.

Losungsidee:
e Substitution: mit u = ¥ ergibt sich:
y=zu = y =u+zu = ¢(u)

und damit

/ / ¢(u) —’U,.

zu' = ou) —u = u = a:

e Trennung der Variablen: Als Losung erhalt man

du d

€T du
e * stk @



Betrachte:
Differentialgleichung der Form 4’ = ¢(ax + by + ¢), b # 0. Sei ¢ stetig.

Losungsidee:
e Substitution: mit 2 = ax + by + c und 2’ = a + by’ ergibt sich:

/
, 2 —a

y = =9()

und damit
2 =a+ bo(2).

e Trennung der Variablen: Als Losung erhalt man

dz
P P /a+b¢

fda:—l—Cz:c—l—C.



Eulersche DGL

Definition:
Differentialgleichung der Form

P
Z a;r'y Wz = fiz),
=0

mit @, € R (3 =0,..., k) konstant, ai. # 0, z = 0,
heiBen Eulersche Differentialgleichungen k-ter Ordnung.

Losungsansatz:
Der Ansatz y(x) = = fir die hamagene Gleichung, d.h. fiz] =0, ergibt:

&
Z L FERRY o IO DN

Erhalte Gleichung, deren Losung Nullstellen eines Polynoms in  vom Grad & sind.

Berechnung fiir den Fall & = 2:

o Lulersche DGL (hemogen): agiy + o, =y’ — eax?y® — (.

® Substituticn ergibt: an + e +asrir — 1) U quadratisches Polynom,

c

® Differenzieren bestatigl: y = " isl Lésung der homegenen Euler DGL, falls

r Nullszelle des Polynems.

® Sind vy # ra reelle Nullstellen des Polynoms, so sind y = ™ und gp = 2™

Ldsungen der OGL.

® Sind v.v2 © I komplexe Nullstellen, so ist mit v, o | sbauch vz &
o — i Nullstelle.

® Komplexe Lésung fir y = =°:

o i Iz
. = iz

S

— isin(iine)]

o Fur komplexe Ldsungen des Nullste lenproblems ernilt man daher

i) = o® eoaifilna)  und  gaix)
zveei Ldsung der homogenen Eulerschen DGL.
» Allgemeine Lesung: wegen der Lincaritat ist dic allgemeine Losung

)= e owiblog) | oeas® sinlbloe), o




Definition:
Differentialgleichung der Form

k
> aalyP(x) = f(),
j=0

mita; € R (j =0,...,k) konstant, ay # 0, z > 0,
heiBen Eulersche Differentialgleichungen k-ter Ordnung.



Losungsansatz:
Der Ansatz y(x) = «" fiir die homogene Gleichung, d.h. f(x) =0, ergibt:

Zajr(r—l)---(r—j—l—l)zo.

j=0

Erhalte Gleichung, deren Losung Nullstellen eines Polynoms in » vom Grad £ sind.

Berechnung fiir den Fall £ = 2:

e Eulersche DGL (homogen): any + a1z’ + asxy” = 0.



Berechnung fiir den Fall £ = 2:
e Eulersche DGL (homogen): agy + a1zy’ + asz?y” = 0.
e Substitution ergibt: ag + ayr + asr(r — 1) = 0, quadratisches Polynom.

e Differenzieren bestatigt: y = x" ist Losung der homogenen Euler DGL, falls
r Nullstelle des Polynoms.

e Sind 7y # 7o reelle Nullstellen des Polynoms, so sind y; = 2™ und y, = z™
Losungen der DGL.

e Sind 71,75 € C komplexe Nullstellen, so ist mit 7y = a + ib auch ro = T =
a — ib Nullstelle.

e Komplexe Losung fur y = z":

. a+ib . : ..
gt — ™ _ glatib)nz _ galnzgiblne _ gafeog(hlnz) + isin(blnx)]

e Fiir komplexe Losungen des Nullstellenproblems erhalt man daher
y1(z) =z cos(blnz) und yo(z) = z*sin(blnx)
zwei Losung der homogenen Eulerschen DGL.

e Allgemeine Losung: wegen der Linearitat ist die allgemeine Losung

y(z) = c1z? cos(blnz) + coz? sin(bln x). 0



Transformation
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Erinnerung:
Trennung der Variablen
Variation der Konstanten

Eulersche DGL




