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1 Randwertaufgaben fiir Differentialoperatoren zweiter
Ordnung

Zu Funktionen ay, a; und a, € C°([a, b]) betrachten wir den linearen Differentialoperator
zweiter Ordnung

D: C*([a,b]) = C’([a,b]), y = Dyl =apy’ +ar1y +ayy,
das heiBt, der Funktion y € C*([a, b]) wird die Funktion D[y] mit

D[yl(®) = ao(t)y" () + a,(t) y'(t) + ax(t) y(1)

zugeordnet. Zu gegebenen reellen Zahlen a;, @, 1 und 3, betrachten wir aulerdem den
Randwertoperator

2 L R2 _ (RiD]) _ (e y(a@) + By (a)
frcldabh =&y kb= (Rz[y])‘(azyw)why'(b))' W

Die allgemeine Randwertaufgabe zweiter Ordnung lautet wie folgt:
Zu gegebenem r € C%([a, b]) und zu gegebenen reellen Zahlen r; und r, finde y € C?([a, b)),
das folgende Gleichungen erfiillt:

{ D[y](n)

r(t), fiiraller € ]a, b|,

r (2)
r )

Ryl



Beispiel 1.1 (Ideales Kabel unter Last) Ein ideales Kabel (inextensibel und ohne Biegestei-
figkeit) der Linge L werde waagerecht eingespannt und belastet. Die Form des Kabels werde
durch den Graphen der Funktion y € C?([0, L]) mit Endpunkten (0,0) und (L, 0) beschrie-
ben, die (in negative y-Richtung wirkende) Kraftdichte am Punkt (¢, y(7)) betrage f(¢). Im
Kriftegleichgewicht ist die Kriimmung der Kurve y proportional zur Last:

= —29D  _ ks, 3)

VI +y(@)?

Das waagerechte Einspannen fiihrt zu folgenden Randbedingungen
y(0)=0 und y(L)=0.

Fiir kleine Auslenkungen (d. h. sup, o ;[y'(?)| ist klein), gilt ndherungsweise VI+y ()2~ 1
und wir erhalten die lineare Randwertaufgabe

y'(1) = K f(@), furallere]0,L],
{ y©0) = 0, 4)
yL) = 0.

1.1 Losung durch Fundamentalsystem und partikulire Losung

Jede Losung y der Randwertaufgabe (8) ist insbesondere eine Losung der gewohnlichen
Differentialgleichung D[y] = r und kann daher dagestellt werden durch

y=c1y1+c2y2 + Ypart (5

mit einem Fundamentalsystem y;, y, der homogenen gewohnlichen Differentialgleichung
Dly] = 0, einer partikuldren Losung yp. der inhomogenen Differentialgleichung D[y] = r und
mit geeignet gewahlten Koeffizienten ¢y, ¢, € R. Fraglich ist aber, ob solche Koeffizienten
bestimmbar und die Randwertaufgabe iiberhaupt l6sbar ist. Einsetzen von (5) in die zweite
Gleichung von (8) ergibt

Rilyilci + Rily2] e + Rl[ypart]) _ (”1)

Rleryr + €232 + ypal = (Rz[)’ﬂ c1 + Ra[y2] ¢2 + Ro[ypard )

Dies ist ein lineares Gleichungssystem in den Unbekannten ¢; und ¢, und kann umgeschrieben
werden zu

(Rlb’l] Rl[}’2])(6‘1) _ (Fl - Rl[ypart]) ©6)
Ry[yi]l Ra[y2])\c2 1y = Ro[ypar] )

Man iiberlegt sich nun leicht, dass die Randwertaufgabe (8) genau dann l6sbar ist, wenn das
lineare Gleichungssystem (1.4) Iosbar ist. Insbesondere ist (8) immer dann 16sbar, wenn die
Matrix (Rl[)’ﬂ R, [y2]

invertierbar ist.
Ry[y1] Rz[yz])



Beispiel 1.2 (Ideales Kabel) Wir konnen dies jetzt auf Beispiel 1.1 anwenden. Als Fundamen-
talsystem der homogenen Gleichung y”(#) = 0 konnen wir y;(¢) = 1 und y,(¢) = f verwenden

und durch
! T
ypart(t) = Kff f(O') dodr
0Jo

ist eine partikuldre Losung gegeben. Das lineare Gleichungssystem hat dann die Form

()’1(0) )’2(0))(01) _ (0 - ypart(o))
yi(L) y(D))\c2 0 = ypar(L))

1 0\fc 1| _ 0

1 L C B -C
mit C == K fOLfOT f(o)dodr. Wir erhalten ¢; = 0, ¢; = —% als Losung dieses Systems. Die
Losung der Randwertaufgabe lautet daher

y(t) = —£t+Kfthf(a)d0'dT.
L 0Jo

Fiir ortsunabhiingige Last f(¢) = f, erhilt man z. B. die Parabel

K f 0 L K f 02
t+—1.
2 2
Beispiel 1.3 Betrachten wir die Randwertaufgabe

{y"(t) y(t) = t, firalleze]0,1],

also

1) = -

y(0) 0, (7)
y(1) = 0.

Als Fundamentalsystem der homogenen Gleichung —y”(¢) — y(¢) = 0 kénnen wir verwenden
yi(t) =cos(f) und y,(¢) = sin(¢).

Durch ypar(f) = —t ist eine partikuldre Losung gegeben. Das lineare Gleichungssystem hat dann

die Form
y1(0)  ¥2(0) (61 _ (0 — Ypart(0)
i) y>DNe2)  \0 = ypan (D)
also
1 0 1) _ 0
cos(1) sin(DH/\cy) |1
und wir erhalten ¢; = 0, ¢, = Wlu) als Losung. Die Losung des Randwertproblems lautet daher
) = in(t) — ¢.
y(1) sin(D) sin(r)



Beispiel 1.4 Wir veridndern nun obige Randwertaufgabe, indem wir andere Randoperatoren
vorgeben:

y0) = 1, (8)

{ —"({)-y() = t, furallere 0,1,
OREN

Wir konnen also das Fundamentalsystem und die partikuldre Losung wiederverwerten. Das
lineare Gleichungssystem hat nun die Form

(y’l(()) y’z(O))(Cl) _ (1 - y;m(O))
yih) y2(D\ez)  \0 = ypar(D)

und Einsetzen der gewéhlten Funktionen ergibt

0 1 (5] _ 2
cos(l) sin(HN\cp) \1)

1225 ey = 2 als Losung dieses Systems und als Losung des Randwertpro-

Wir erhalten ¢; = cos(h)

blems:

y(t) = 1-2sin(l) cos(?) + 2 sin(?) — .
cos(1)



1.2 Numerische Losung durch finite Differenzen

In der Praxis sind Fundamentalsysteme und partikuldre Losungen oft nicht so einfach be-
stimmbar und die Losung der Randwertaufgabe in der Regel nicht durch einen geschlossenen
Ausdruck darstellbar.

Im Prinzip kann man numerische Methoden fiir das Losen von Anfangswertaufgaben verwen-
den, indem man die zweite erforderliche Anfangsbedingungen zunéchst schitzt und dann die
zugehorige Anfangswertaufgaben numerisch 16st. In der Regel wird die erhaltene Losung keine
Losung der Randwertaufgabe sein, weil die Randbedingung am Rand ¢ = b nicht erfiillt ist.
Daher wird man den ersten Schitzer fiir die zweite Anfangsbedingung sukzessive verbessern
miissen, indem man die Anfangswertaufgabe immer wieder neu 16st und den Fehler in der
zweiten Randbedingung irgendwie zur Korrektur des Schitzers verwendet. Dies erfordert aber
das Losen von relativ vielen Anfangswertaufgaben. Solche Methoden subsummiert man unter
dem Begriff shooting methods.

Eine in dieser Hinsicht sparsamere Methode erhilt man durch folgende Diskretisierung:

1. Man zerlege das Interval [a, b] in n Teilintervalle der Linge h = ”n;“ mit Teilungspunkten
a=ty<th <---<t,=b,ty=a+kh.

2. Statt Funktionen y € C?([a, b]) betrachte man nun Funktionen y € C°([a, b]), die auf
jedem der Intervalle [#;_1, %], k € { 1,...,n} affin-linear sind. Solche Funktionen nennt
man auch Polygonziige. So eine Funktion wird eindeutig beschrieben durch den Vektor

Y = (y(to), y(11), - . ., y(t,))T € R,

3. Man betrachte das Randwertproblem (8) nur noch an den Teilungspunkten fiir die inneren

Teilungspunkte #,, ..., ,-;; dabei filhre man folgende Ersetzungen durch:

e Die Ableitung y'(#;) an den Teilungspunkten ersetze man durch (linkssseitige)

Differenzenquotienten:

’ y(t) = y(ti-1) Y= Yi
Y () ~ = :
e — i h

e Die zweiten Ableitung y”(#;) an den Teilungspunkten t#,,. .., #_; ersetze man durch

Differenzenquotienten zweiter Ordnung:

()~ 1 Y1) = ¥(t) — y(t) = yl1) | _ Yier =2 Vi + Yo
o —t"“;t" - —’”;"*‘ Ler1 — Ik Iy — i h? .
Firk =1,...,n — 1 erhilt man statt

ao(t) y" () + ai(t) ' (t) + ax(t) y(te) = r(ty)
die Gleichung

Yiei =2Y + Yy
2

Y.- Y.
ao(ty) + a1 () % + ar(t) Y = r(ty)



Fiir die Randbedingungen kommen dann noch die Gleichungen

_YO

Y Y, -
Rily] = a1 Yy + 81— und  Ryy] = apY, + B ——2L

hinzu. Mit R = (ry, r(ty), ..., r(t,-1), r») fiihrt dies zu einem linearen Gleichungssystem A Y = R
mit 7 + 1 Gleichungen fiir die n + 1 Unbekannten Y = (Y, ..., Y,)". Fiigt man die Randbedin-
gungen als erste und letzte Gleichung ein, so setzt sich die Systemmatrle AO + A; + A, aus

folgenden Matrizen zusammen:
*S'L e K&!cw L

0 0 0 0 0
ao(ty) —2ap(ty)  ao(ty) 0 0 —
= K oy 2
Q:Q‘t\;\\\ P ap(t)  —2ap(ty) ao(ts) : \f —R XY
D Ag = h .
S . | o | b od
0 0 a (tn— ) —2a (tn— ) a (tn— )
“@KA w 0 0 0 ; 1 (z) 1) do ; 1 -{-\f \)\(I\ "ﬂ
S B Bi 0 0 0 2
7oA }WA MQMW% —a) at) 00 0 °‘4“ﬁ

- 0 —ai(ty) ai(t) 0 . :

}&\‘ \A\&S &Al —h 5 ol Q\z\Q ’% \Z=\1
e &0 o 0 =@ @) 0 ST
\Q\k\g \17 ’3\& \ 0 0 0 B B Oh&h ! &OJ'Cm&‘w)
a 0 0 0 0 \1
0 axty) 0 0 0 Q &:q A:/\
_ .00 0 a@®) O : R) =
Ay =h E o Qo’_%) A=\
o( vk 8 8 8 aZ(i)n_l) 0(/)2 A WD A‘\\'
\Qu«hﬂ - w:i i\h\AB’O iak & W) ’

System immer emdeutlg losbar und man kann zelgen dass die als numerlsche Losungen
erhaltenen Polygonziige fiir n — oo gegen die Losung des Randwertproblems (8) konvergieren
(in geeignetem Sinn).

Bemerkung 1.5 Auffallend an der Matrix A ist, dass die allermeisten ihrer Eintrdge gleich 0
sind. Da nur die drei Hauptdiagonalen mit von O verschiedenen Eintrigen besetzt sind, hat die
Matrix mindestens (n + 1)* — 3 n + 4 Nullen. Man spricht auch von einer diinn besetzten Matrix.
Dies ist typisch fiir Matrizen die man aus Diskretisierungen von Differentialgleichungen erhilt
und es ist etwas, das man sich unbedingt beim numerischen Losen eines solchen Systems
zunutze machen sollte.



Bemerkung 1.6 Das Losen von Randwertaufgaben durch Diskretisierung hat auch den Vorteil,
dass wir uns nicht nur auf lineare Randwertaufgaben zu beschrinken brauchen. Im Beispiel
des gepannten Kabels hatten wir kleine Auslenkungen angenommen, um die nichtlineare
Kabelgleichung (3) zu linearisieren. Denkt man aber z. B. an eine Hingebriicke, so wird diese
Annahme nicht immer zuldssig sein. Trotzdem wird man das Problem (in einer geeigneten
Formulierung) durch finite Differenzen diskretisieren konnen, was dann zu endlich vielen
nichtlinearen Gleichungen fiihrt. Letztere konnte man dann z. B. mit dem Newtonverfahren
angehen. ..



2 Eigenwertaufgaben fiir Differentialoperatoren zweiter
Ordnung

Eine besondere Klasse von Differentialoperatoren zweiter Ordnung
D: C*([a,b]) > C'([a.b]).  y - D)= a0y + a1y +ay,
sind die sogenannten Sturm-Liouville-Operatoren der Form

L: C¥([a,b]) = C°([a,b]), yw+ LIyl :=—-(pYy) +qv,

wobei p € C!([a, b]) eine iiberall positive Funktion und g € C°([a, b]) eine stetige Funktion
seien.

Unter der homogenes Sturm-Liouvilleschen Eigenwertaufgabe versteht man die folgende
Randwertaufgabe zweiter Ordnung:
Finde y € C*([a, b]) und A € R, so dass folgende Gleichungen erfiillt sind:

y@ = 0, )
yb) = 0.

(Allgemeinere Randbedingungen sind auch moglich, siehe Biarwolff Abschnitt 6.13.1 und
Abschnitt 6.13.2.) Ist (y, 1) ein Losungspaar mit y # 0, so nennt man y Eigenvektor oder
Eigenfunktion zum Eigenwert A des Operators L.

Sturm-Liouville-Operatoren haben die Besonderheit in folgendem Sinne selbstadjungiert zu
sein: Benutzt man auf dem Vektorraum X := {y € C*([a, b]) | y(a) = y(b) = 0} die Paarung

{L[y](t)—/ly(t) = 0, firallere la,bl,

b
(u,v) = f u(t) v(t)de fiiru,ve X,
so gilt
(L[ul],v) = (u, L[v]) fiir alle u, v € X.

Die rechnet man ganz einfach mit partieller Integration nach:
b
(Llul,v) = f (= (P w @) v(t) + q(t) u(t) v()) dt
b
= f (P OV (0 + q(t) u(t) v(D)) dt — p(b) ' (b) wéb) + pla) u (a) véa)

b
= f (= ) (PO V' @) + q(t) u(@) v(1)) dt + p(b) v/ (b) ukh) — pl(a) V' (a) uka = (u, LIV]).

Die hat unmittelbar zur Folge:



Satz 2.1 Eigenfunktionen zu unterschiedlichen Eigenwerten eines Sturm-Liouville-Operators
L sind orthogonal zueinander:

Sind A und yu mit A # u Eigenwerte von L und sind y und z die zugehorigen Eigenfunktionen, so
gilt

(y,2) =0.

ProOF.

Ay, —py,2)  (Llyl,z) =<y, Llz])
(y,2) = -1 = 11 =

0. O

Beispiel 2.2 Fiir y € C2([0, 1]) betrachten wir die folgende Eigenwertaufgabe mit p(f) = 1 und
q() = 0:

y©0) = 0,

{ —y'(t) = Ay(t) = 0, firallete€ ]a,bl,
ya1 = 0.

Man beachte, dass fiir Eigenpaare (y, 4) von L gelten muss

1
A,y =(Llyl.y) = fo ()P dr > 0,

also gilt 4 > 0. Fiir festes 4 > 0 lautet ein Fundamentalsystem fiir —y”(¢) — Ay(¢) = O:
y1(t) = cos( Vae), v2(t) = sin( VA 1). Eine partikuldre Losung ist durch y,.«(f) = 0 gegeben.
Elimination der ersten Randbedingung y(0) = O liefert

(1) = ¢y sin( VA 1).
Da y eine Eigenfunktion sein soll, muss ¢, # 0 sein. Folglich muss fiir den Eigenwert gelten:
0= y(1) = ¢ sin( V),

also hat man A € {(7tk)? | k € N'}. Fiir jedes k € N ist also y; = sin(7tk t) Eigenfunktion zum
Eigenwert A; = (7k)? und dies sind auch bereits alle Eigenfunktionen und Eigenwerte von L.
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