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Buch Kap. 6.13 — Randwertaufgaben 2ter Ordnung

Auf | = [a, b] C R seien ap # 0, a1, a2 und r vorgegebene stetige
Funktionen, o, a2, 81, B2, 71,72 € R mit a? 4+ 82 > 0 (i = 1,2) und fiir
y € C*(I) (= 2 mal stetig auf / differenzierbare Funktionen) sei

Dly] := aoy” + a1y’ + a2y, Ri(y) := cuy(a) + B1y'(a)
und Rx(y) := azy(b) + B2y’ (b).

Dann heiBt die Aufgabe Finde y € C*(I) mit

Dly] = rund Ri(y) = 71, Re(y) =2
Randwertaufgabe 2ter Ordnung fir y.
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Buch Kap. 6.13 — Randwertaufgaben 2ter Ordnung

Seien y;, y» ein Fundamentalsystem und y, partikulare Lésungder DGL
Dlyl = ay” + a1y’ + a2y = r,
sowie
r =y — a1yp(a) — B1¥p(a) und 12 1= 72 — azyp(b) — B2yp(b).
Satz: Ist das lineare Gleichungssystem

( Ri(y1) Ri(y2) > ) _(n
Ra(y1)  Ra(y2) [ r,
I6sbar, so besitzt die Randwertaufgabe

Dly] = rund Ri(y) = 71, Ro(y) = 72
eine Lésung y = ¢1y1 + c2)2 + ¥p- Diese ist eindeutig, gdw

, ix [ Bn) Ri(y2)
die Matrix ( R:(y1) Ra(y2) )

regular ist.
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Buch Kap. 6.13 — Eigenwertaufgaben 2ter Ordnung

Sei p auf [a, b] stetig diffbar und p(x) > 0 fiir x € (a, b), q sei stetig auf
[a, bl und X € R.

Dann heiBt

Llyl := —(py')’ + qy = Ay, aiy(a)+piy'(a) =0
und azy(b) + B2y’(b) = 0
Eigenwertproblem (nhach Sturm-Liouville) und eine Funktion y, welche
das Problem I6st, Eigenlésung zum Eigenwert A € R.

Dabei soll wieder o? + 82 > 0 (i = 1,2) vorausgesetzt werden.
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Buch Kap. 6.13 — Eigenwertaufgaben 2ter Ordnung

In der verallgemeinerten homogenen Sturm-Liouville
Differentialgleichung

Lyl + xwy = —(p(x)y’)’ + q(x)y — Awy =0
seien p stetig differenzierbar, q, w stetig und p, w > 0 auf (a, b). Ferner
sei A € R ein Parameter.

Dann gilt fir zwei zu A\ # X2 gehérende, nichttriviale Lésungen
Yi,¥2 € Cz([a’ b]a ]R)

b
<y, ¥y >= / y1(x)y2(x)w(x) dx = 0,
a

falls

(a) y1 und y» homogene Randbedingungen (s. vorherige Folie) erfiillen,
also A1, A2 Eigenwerte und y1, y» Eigenfunktionen sind, oder

(b) die Koeffizientenfunktion p(x) die Bedingung p(a) = p(b) =0
erfullt.
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Buch Kap. 6.13 — Eigenfunktionen (Satz 6.15,6.16)
Eigenfunktionen und -werte der Eigenwertaufgabe
Llyl + Awy = —(p(x)y’)’ + q(x)y — Awy =0
besitzen folgende Eigenschaften:
(a) Es gibt co-viele Eigenwerte
O< M <A< <A<+ > oofiirn — co.

Insbesondere sind alle Eigenwerte einfach.

(b) Jede Eigenfunktion y, (zu \,) besitzt in (a, b) genau n Nullstellen.
(c) Seien (¥n)nen Eigenfunktionen mit (y;, y;) = d;. Ferner sei f auf
[a, b] stetig diffbar und erfiille dort die Randbedingungen der
Eigenfunktionen. Dann gilt

oo

f(x) = > _(f, y)yi(x) tir alle x € [a, b]

i=1

und die Reihe konvergiert gleichméssig auf [a, b].



