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Buch Kap. 6.8 — Numerische L6sungsmethoden

Die Methode von EULER

Abbildung 6.8: Explizite EULER—Methode
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Buch Kap. 6.10 — Numerische Lésungsmethoden

Definition 6.7 (lokaler Diskretisationsfehler): Unter dem lokalen
Diskretisationsfehler an der Stelle xi..1 versteht man den Wert

dii1 = Y(Xk+1) — Y(Xk) — h®(Xic, y(Xk), ¥ (Xk+1), h).

Dabei bezeichnet ® die Verfahrensfunktion des verwendeten
Zeitintegrationsverfahrens.

Der lokale Diskretisierungsfehler beschreibt den Fehler, der entsteht,
falls die exakte Losung der Differentialgleichung in die
Verfahrensfunktion eingesetzt wird. Er macht demnach eine Aussage
Uber die Konsistenz des verwendeten Integrationsverfahrens.
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Buch Kap. 6.8 — Numerische L6sungsmethoden

Definition 6.8 (globaler Diskretisationsfehler) Unter dem globalen
Diskretisationsfehler g« an der Stelle xx versteht man den Wert

gk = Y(Xk) — Yk -

Der globale Diskretisierungsfehler gibt den tatsachlichen Fehler an
zwischen numerisch mit Hilfe des Integrationsverfahrens ermittelter
Naherungslésung und exakter Losung der DGL.
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Buch Kap. 6.10 — Numerische Lésungsmethoden

Fir den globalen Diskretisierungsfehler gelten mit hL < 1 die
Abschatzungen

1+ hL [/ -
|gr41] < - hL|gk| + 1= AL (implizites Verfahren) und

|Gk+1| < (1 + hL)|gk| + |dk+1| (explizites Verfahren).

Dabei bezeichnet L die Lipschitzkonstante der Verfahrensfunktion und
h > 0 die Schrittweite.

Satz 6.11 (1. Abschétzung des globalen Diskretisierungsfehlers):
Erflllen die Werte g« obige Abschétzung, so gilt

1 "1 b
janl < B0FD =T (4 4 ayigel < 2fe™ — 1]+ €™l -
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Buch Kap. 6.10 — Numerische Lésungsmethoden

Satz 6.12 (2. Abschétzung des globalen Diskretisierungsfehlers): Fiir
den globalen Fehler g, an der festen Stelle x, = xo + n h gilt fiir eine
explizite Einschrittmethode

D o D .
lgn| < H[e —-1]1< He ,

und fiir eine implizite Methode mit % =:1+4+ Kh

nhK D nhK

D
lonl < g —anl® ~ S mk@ —AD®
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Buch Kap. 6.10 — Numerische Lésungsmethoden

Definition 6.9 (Fehlerordnung): Ein Einschrittverfahren besitzt die
Fehlerordnung bzw. Konsistenzordnung p, falls fiir seinen lokalen
Diskretisierungsfehler dix die Abschéatzung

max |dk| < D = const. - h°*' = O(H*1")
1<k<n

erfiillt ist.

Ist die Verfahrensfunktion Lipschitz-stetig, so erhalten wir fiir den
globalen Diskretisierungsfehler

g0l < Semte = o).
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Buch Kap. 6.10 — Numerische Lésungsmethoden

Konstruktion von Verfahren héherer Ordnung
hy = hund h, = g Fur die mit Euler erhaltenen Werte y, und y2, hach
n, bzw. 2n Integrationsschritten gilt ndherungsweise
Yo = y(x)+cih+ O(h?)
h
Yan = y(x)+ Cigy + o(H) .

Richardson-Extrapolation (geschickte Linearkombination) liefert

¥ = 2y2n — ¥a = y(x) + O(H?) ,
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Buch Kap. 6.10 — Verbessertes Euler Verfahren

Euler-Methode mit der Schrittweite h ergibt
1
.V,((JL = Yk + hf(Xk, Yk) -
Ein Doppelschritt mit der Schrittweite g ergibt sukzessive

@ _ h @ _,@ ,h h @
Vi =Vt 1Y) Yici = Yia + 510k + 55 0004) -
Richardson-Extrapolation mit y,(;‘_?1 und y,((1+)1 ergibt

h h
Yirt = 2Yy = Vi = Vi B+ 2+ 500 v0) -

Algorithmisch:

Kk F( Xk, Vi)
h h
f(xx + 5 Ykt 5"1)

Yev1 = Y+ hk

k2
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Buch Kap. 6.10 — Trapez Verfahren

Differentialgleichung integrieren ergibt

Vo) =y = [ 0x, y(x)) dx

Xk
Integral mit Trapezregel approximieren
Yi+1 = Yk + g[f(xk, Yi) + F(Xit1, Yi1)]
ergibt die Trapezmethode (implizit in yx1).
Fixpunktiteration:
Y = etht (), YD = ek g0 YO+, VDL, s =012,

konvergent gegen yj 1, falls f(x, y) Lipschitz-stetig mit L und 2& < 1 erfiillt ist,
weil damit die Voraussetzungen des Banachschen lepunktsatzes erfillt sind.
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Buch Kap. 6.10 — Numerische Lésungsmethoden

Yis1

+
X X, h/2 L X

Abbildung 6.9: Verbesserte Polygonzug—Methode nach Euler



UH
™
n

Differentialgleichungen |
M. Hinze
71/83

Buch Kap. 6.10 — Numerische Lésungsmethoden

Abbildung 6.10: Numerische Lésung von y’ = Ly, y(2) = In2 fir
verschiedene Verfahren. Integrationsschrittweite h = 0 5 (links),
h = 0 1 (rechts).



