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Buch Kap. 11.6 — LAPLACE-Transformation

Definition 11.4: Sei f : [0, co[— R (oder C). Ordnet man f aufgrund der
Beziehung

F(z)=/ el f(t)dt, zeC
0

die Funktion F zu, so nennt man F die LAPLACE-Transformierte von f.
Die Abbildung von f auf F heiBt LAPLACE-Transformation. Neben F(z)
verwendet man auch die Schreibweise L[f(t)]. Die
LAPLACE-Transformierte F(z) nennt man auch Unterfunktion von f, und
f heiBt Originalfunktion (oder Oberfunktion).

Definition 11.5: Die Funktion f : [0, co[— R ist von exponentieller
Ordnung ~, falls es Konstanten M > 0 und v € R gibt, so dass fiir alle ¢
mit0 < t < oo gilt

If(t) < me".



UH
i
n

Differentialgleichungen |
M. Hinze
45/80

Buch Kap. 11.6 — LAPLACE-Transformation

Satz 11.11 (Existenz der LAPLACE-Transformierten): Sei f in [0, co[
stiickweise stetig (lokal integrierbar reicht aus) und von exponentieller
Ordnung ~. Dann existiert die LAPLACE-Transformierte F(z) fiir alle
Zzc CmitRez > ~.

Im z /
0 1% Rez

Abbildung 11.3:Konvergenzhalbebene der LAPLACE-Transformation
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Buch Kap. 11.6 — LAPLACE-Transformation
Beispiele:
1) Fir die Heaviside-Funktion

L _J 0 fir —oc<t<a
ha(')"”("a)—{1 fir t>a

berechnet man fiir Rez > 0
Llha(D] = [7° e hy(t)dt = [ e " -1dt

e—az

= limg oo (677 — %) = { : :3: a z g :

1
z

2) Fiir die Exponentialfunktion e* berechnet man fiir Rez > a

(a—2)t t=A 1

z—a’

t=0

L:[e"’"]:/ e‘“e‘"dt:/ e gt = lim
0 0

Aboco @ — 2
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Buch Kap. 11.7 — LAPLACE-Transformation

Fir dieses Resultat benétigen wir ein wenig Funktionentheorie —
nachstes Semester.

Satz 11.12 (Umkehrsatz fiir die LAPLACE-Transformation): Die Funktion f
sei von exponentieller Ordnung -, verschwinde fiir t < 0 und sei in R
stiickweise glatt. Dann gilt fiir alle x = Rez > ~

X+iA

zt _
anidm, | Fl@edz =

f(t+0)—;f(t—0) fir t> 0,
— lim / F(x + i s)e**'9" ds { 1(0+0) fir t=0
27\' A— o0 2 . 9
0 flir t<O0.
Insbesondere gilt in jedem Stetigkeitspunkt t von f
1 X+IiA
f(t) = =— lim F(z)e’'dz, x> ~,

27w i Asoo X—iA

— Ilm/ F(x + is)e*9ds .

271' A— oo
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Buch Kap. 11.7 — LAPLACE-Transformation

Satz 11.13 (Eindeutigkeitssatz): Fur die Funktionen f; und £ seien die
Voraussetzungen von Satz 11.12 erfiillt. Ferner gelte F(z) = F2(z) fiir
Re z > ~. Dann gilt in jedem gemeinsamen Stetigkeitspunkt von f; und
/)

fi(t) = (1) -

Mit diesem Eindeutigkeitssatz ist es nun mdglich, von einer
LAPLACE-Transformierten F(z) auf die eindeutig bestimmte Funktion
f(t) mit

L[f(t)] = F(2)

zu schlieBen.
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Buch Kap. 11.7 — LAPLACE-Transformation

/ f(t)

-
-
-

Abbildung 11.5: Voraussetzungen der Sétze 11.12 und 11.13: f(f) von
exponentieller Ordnung, stiickweise glatt, f(t) = 0 fur t < 0.
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Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

Alle auftretenden Funktionen seien von exponentieller Ordnung ~.

Satz 11.14 (Linearitat der Laplace Transformation): Seien f und g in
[0, o[ stlickweise stetige Funktionen. Dann gilt fiir beliebige reelle
Koeffizienten a, b

Llaf(t) + bg(t)] = ac[f(t)] + bL[g(t)] .
Satz 11.15 (Transformation der Ableitung und des Integrals).
a) Die Funktion f sei in R>, stetig, stiickweise glatt. Dann gilt fir
Rez > ~

L[f (1)] = z L[f(t)] — F(0) .
b) Die Funktion f sei in R>, (k — 1)-mal stetig differenzierbar und f
stiickweise glatt. Dann gilt fir Rez > ~
clfP ) = 2* c[f(t)] — 24" £(0) — ... — f*=(0) .

c) Die Funktion f sei in R, stetig. Dann gilt fiir Rez > ~

c { /0 ") df] = %L[f(t)] .

(k—1)
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Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

Satz 11.16:(LAPLACE-Transformation der Ableitung einer unstetigen
Funktion): f(t) habe an der Stelle t = a > 0 eine Sprungstelle.
Ansonsten seien die Voraussetzungen des Satzes 11.15 a) erfiillt. Dann
gilt

L[f'(1)] = z L[f(t)] — F(0) — [f(a+ 0) — f(a — 0)]e"* .
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Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

Satz 11.17 (Dampfung-Verschiebung, Streckung): Sei f : [0, co[— R
eine Funktion von exponentieller Ordnung -,

F(2) = C[f(t)] = /o ~ e~?f(t) dt, (Rez > ).

a) Ein Dampfungsfaktor e~ im Originalbereich bewirkt eine
Verschiebung im Bildbereich, d.h.,
Lle f(t)] = F(z+a) fir Rez>~—a.

b) Fur a > 0 gilt

C[f(at)] = %F(g) , fir Rez>a-~.
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Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

Definition 11.6 (Faltung). Unter dem Faltungsprodukt der Funktionen f
und g wollen wir allgemein

(F % g)(t) == / f(t— r)g(r)dr, tER
verstehen. Dabei sei die Existenz des uneigentlichen Integrals
vorausgesetzt.

Satz 11.18 (Faltungsregel): Die Funktion f sei in R stetig, die Funktion g
stiickweise stetig. Beide seien von exponentieller Ordnung ~, und es
gelte f(t) = g(t) = 0 fiir t < 0. Dann existiert die
LAPLACE-Transformierte der Faltung f « g fiir Re z > ~ und es gilt

LI(f* g)(1)] = L[F(D)] - L[g(1)]
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Buch Kap. 11.6 — LAPLACE-Transformation

Satz 11.19 (LAPLACE-Transformation einer T-periodischen Funktion). Sei
f : [0, co[— R eine T-periodische, stiickweise stetige und beschrénkte
Funktion. Dann gilt fir Rez > 0

.
CIf(t)] = % /0 e~ f(u) du .

Satz 11.20 (LAPLACE-Transformation eines Produktes mit einer
Potenzfunktion). Sei g(t) = (—1)"t"f(t) und f LAPLACE-transformierbar
sowie F(z) = L[f(t)] die LAPLACE-Transformierte von f. Dann gilt

Ll(=1)"t"f(t)] = F"(2) .
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Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

Satz 11.21 (Verschiebungssatz, Transformation eines plétzlichen
Einschaltvorgangs). Sei g(t) eine stiickweise stetige Funktion und a
eine positive Zahl. Dann gilt

Llo(t — a)g(t — a)] = e"*L[g(1)] -

Abbildung 11.7: Aktivierung einer Stérung g(t — a) zum Zeitpunkt t = a
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Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

Beispiele:

1) Wir suchen die Laplace-Transformierte von f(t) = sin(at) mit o # 0.
Sei zunéachst o = 1. Zwei Wege fiihren zu dem gleichen Ergebnis:

a) Direkte Auswertung des Laplace-Integrals mittels zweimaliger
partieller Integration (Voraussetzung: Re z > 0).

Llsint] = / e “'sintdt = —e “cost|g° — z/ e “costdt
0 0
= 1—z[e #sint|g° + z/ e “sintdi]
0

= 1-— zz/ e “sintdt =1— Z°L[sint].
0

1
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Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

Beispiele:

1) Wir suchen die Laplace-Transformierte von f(t) = sin(at) mit o # 0.
Sei zunichst o = 1. Zweiter Weg:

b) Anwendung des Satzes 11.19.
Mit zweimaliger partieller Integration (analog zu (a)) erhélt man

27 —2nz
—zu 11— "
/o e smudu_71_{_z2 ,
also nach Satz 11.19 L[sin ] = 1;7 (Re z > 0). Nach Satz 11.17 b) gilt
im allgemeinen Fall o # 0 (fir Re z > 0, wegen v = 0)

1 1 «

£[Sin(CXt)]= a-l +(£)2 = a2+22 :
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Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

Beispiele weiter:

2) Bestimmung von L[cos(at)].
Aus L[sin(at)] lasst sich nach Satz 11.15 leicht

(03 Zo
2 s —0=— 2
o+ Z a4+ Z

Llacos(at)] =2z

folgern, woraus man mittels Satz 11.14 die Laplace-Transformierte von

cos(at)
z

L[cos(at)] = P

erhalt.
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Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

Beispiele weiter:

3) Wir wollen fiir f(t) = sin(at) den Satz 11.15 b) fiir k = 4 verifizieren
(Rez > 0). Esist f(0) = 0, (0) = «, f’(0) = 0, f/(0) = —c>. Es folgt
firk=4

5

« [e%
2 2—23‘0—22a—2'0+a3=ﬁ.
ac+Zz ac+z

cifm)=z2*

Andererseits ist mit f® (t) = o* sin(at) nach Satz 11.14

a5

L[a’ sin(at)] = o*L[sin(at)] = pesmel

womit Satz 11.15 b) an einem Beispiel verifiziert ist.



UH
o Differentialgleichungen |
M. Hi

Buch Kap. 11.8 — LAPLACE-Transformation

DGL-Beispiel:

Wir das Diff

o =u+5v, vi= —(u+3v),

wobei als Anfangswerte u(0) = 1 und v(0) = 0 vorgegeben sind. Die Laplace-Transformation der Differentialgleichungen ergibt

—u(0) + zL[u] = L[u] +5L[v]
—v(0) +zC[v] = —LC[u] —3L[V].
Das Eif der A dii fuhrt auf das lineare Gleichungssystem
(z —1)L[u] — 5L[v] = 1
L[u] + (z + 3)L[v] = 0
fiir die Laplace-Transformierten von u und v mit den Lésungen
cw= 2 e
= ———, Vl= ——— .
22 42z 42 22 42242
Eine q i a des poly fihrt auf die Darstellung
(z+1) 2 —1
Llu] = und L[V]= ——F— ,
Z+12+1  (z+1)2 +1 Z+12+1

und damit kann man aus der Tabelle im Anhang des Buchs

Llul = cle” ¥ cosx + 2 ¥ sinx] baw. L[v] = £[—e ¥ sinx]

bl Der Ei igkei ergibt die L6 des urspriinglichen gekopp Diff

u(x) = e~ ¥(cos x + 2sinx) und v(x) = —e X sinx .



