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Buch Kap. 6.6 — Differentialgleichung vom Typ F(x,y’,y"”") =0

Mit der Substitution v := y’ ergibt sich mit
F(x,v,v')=0 @)

eine Differentialgleichung 1. Ordnung fiir die Funktion v. Ist
v = W¥(x, C) die allgemeine L6sung der Differentialgleichung (3), so
erhélt man mit

y(x) = /lll(x, C)dx+Cy, C,CieR (4)

die allgemeine Lésung der urspriinglichen Differentialgleichung 2.
Ordnung.

Beispiel: Fiir y”” = 5y’ Inx, x > 0 ergibt sich
y(x) = C / x¥e ™ dx + C,

eine Lésung der Differentialgleichung 2. Ordnung.
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Buch Kap. 6.6 — Differentialgleichung vom Typ F(y, y’,y"”’) =0

Mit
viy) =y’
erhélt man aus der Kettenregel
" o__ i _ ﬂﬂ - o
V' =ax"W) = Gyax =V 0y =vinvy).

Damit erhélt man statt der urspriinglichen Differentialgleichung 2.
Ordnung die Differentialgleichung 1. Ordnung
F(ya v, VIV) =0 (5)
fur v.Ist v = W(y, C) die allgemeine L6sung der Differentialgleichung
(5), so ergibt sich aufgrund des Ansatzes v(y) = y’ mit
y' =w(y,C)
eine Differentialgleichung mit trennbaren Veranderlichen fiir y mit der
allgemeinen impliziten L6sung
yood¢
Yo w(C’ C)

=x+6C, C,CeR.



UH
™
n

Differentialgleichungen |
M. Hinze
21/63

Buch Kap. 6.6 — Bsp Lésung durch Transformationen

Abbildung 6.7: Fallgeschwindigkeit x eines Fallschirmspringers in
Abhéngigkeit vom zuriickgelegten Weg x
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Buch Kap. 6.6 — Ahnlichkeits-DGLen

a) Differentialgleichungen der Form y’ = ¢(%):
Substitution liefert DGL mit getrennten Variablen. Fordere ¢ stetig und

x #0.
u=% - y=xu — Yy =u+xu =o¢)
xu =¢(Uu)y—u — u'=w.
SR Y S
puy—u  x ) d(u) —u '

b) Differentialgleichungen der Form y’ = ¢(ax + by + ¢), b # 0:
Substitution z = ax + by + cund 2’ = a + by’ ergibt

,_ 2 —a _

und damit
Z' =a+ bo(2),
also eine DGL mit aetrennten Variablen.
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Buch Kap. 6.7 — DGL Systeme erster Ordnung

Satz 6.2: Die Elemente der Matrix A(x), also die Funktionen a;(x) und
die Komponenten von g(x) seien stetig im Intervall [a, b].

Dann hat das System y’ = A(x) y + g(x) mindestens eine Lésung.

Sei xo € [a, b] und (Jo1, Y02, - - - , Yon)" beliebig vorgegeben. Dann hat
das Anfangswertproblem

Yy =AX)y+9g, Yy(x)=Yo,

genau eine Lésung auf ganz [a, b].
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Buch Kap. 6.7 — Homogene Systeme

Satz 6.3: Sind die Elemente der Matrix A(x), also die Funktionen a;(x),
in [a, b] stetig, dann besitzt das homogene System

Y =A(x)y
auf [a, b] genau n linear unabhédngige Lésungen.

Definition: Ein solches System y, ..., ¥y, von linear unabhangigen
Lésungen heiBt Fundamentalsystem und jedes y; Fundamentallésung.
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Buch Kap. 6.7 — Wronski Determinante

Definition 6.2: Bezeichnen yi, y»,. . ., y» LOsungen des Systems
Yy =A(x)y
und bezeichne Y (x) die Matrix mit Spalteny;,i = 1,..., n. Dann heiBt
W(x) := det Y(x)

WRONSKI—Determinante.
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Buch Kap. 6.7 — Wronski Test

Satz 6.4: Seien y1, Y2, ... ys LOsungen von

y =A(x)y

auf dem Intervall [a, b]. Sind die Elemente von A(x) auf [a, b] stetig, so
gilt

a) W(x) = 0 oder W(x) # 0 fiir alle x € [a, b].

b) Die Lésungen y1, Y2, ...Yn bilden ein Fundamentalsystem auf [a, b]
genau dann, wenn W(x) # 0 ist.
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Buch Kap. 6.7 — Lésungsmenge homogener Systeme

Satz 6.5: Durch y, y2, . ..y, sei auf [a, b] ein Fundamentalsystem von
y’ = A(x)y gegeben. Dann lasst sich jede Lésung y auf [a, b] in der
Form

Y =CY1+CY2+-:++ Cn¥n

darstellen, wobei ¢4, ¢, . . . , cn Konstanten sind, die reell oder komplex
sein kénnen. y in dieser Form heiBt auch allgemeine Lésung des
homogenen Differentialgleichungssystems

y = A(x)y.
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Buch Kap. 6.7 — DGLsysteme erster Ordnung — Lésungsstruktur

Satz 6.8: Sei y, irgendeine Lésung des inhomogenen linearen Systems
y’ = A(x)y + g und sei y1, Y2, . . . Yn €in Fundamentalsystem und damit
Yh = C1Y1 + - - - + cnYyn die allgemeine Losung des homogenen linearen
Differentialgleichungssystems y’ = A(x)y.

Dann hat jede L6sung des inhomogenen linearen Systems die Form

Y=Yp+C1Y1 +CY2+---+4+Cn¥n =Yp+ Yn

mit Konstanten ¢y, ¢, . . ., cn, die reell oder komplex sein kénnen.
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Buch Kap. 6.7 — Variation der Konstanten

Satz 6.9: Durch y4, Y2, . ..y, sei ein Fundamentalsystem von y’ = A(x)y
auf [a, b] gegeben. Weiterhin sei

Y(x):=[yr1y2 ... yal].
Sind die Koordinaten von g stetig in [a, b], so ist
Yo(X) = Y(x) - c(x)
eine partikuldre Losung des inhomogenen Systems
Yy =AX)y+ag.

Dabei gilt ¢(x) = [ ¢’(x) dx und ¢’(x) = (¢](x),...,ch(x))" ist Lésung
des linearen Gleichungssystems

Y(x) -c'(x) =g.



