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Buch Kap. 6.3 — Existenz- und Einzigkeitssatz

Satz 6.1: Das Anfangswertproblem
y' =1(xy), y(x) = yo

mit (Xo, Yo) € Dr := [a1, @] X [bi, b2], &, a2, by, b2 € R fest, besitzt
mindestens eine Lésung, falls f(x, y) auf Dy eine stetige Funktion
darstelit.

Ist die Funktion f zudem fiir jedes x € [ay, a2] Lipschitz—stetig bzgl. y,
d.m. gilt |[f(x, y1) — f(x, y2)| < L|y1 — y2| fur alle y1, y2» € [b1, b2], dann
ist die Losung eindeutig.

Zu jedem (Xxo, ¥o) € Dy gibt es dann auch ein maximales Intervall / um xo
mit
y'(x) = f(x, y(x)) fir alle x € Iund y(x) = yo,

und die Lésung y(x) lasst sich nicht auf ein gréBeres Intervall
fortsetzen.
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Buch Kap. 6.3 — Existenz und Einzigkeit
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Abbildung 6.2: Zum Existenz- und Eindeutigkeitssatz,
y'(x) = f(x, y(x)) mit y(X) = yo.
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Buch Kap. 6.3 — Bspe DGLen erster Ordnung
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Abbildung 6.3: y’ = xy? hat Lésungsschar y = o x2/2 mitC = - s T %g,
falls (X0, o) den Anfangwert bezeichnet. Dargestellt sind die Losungen

y1 und y» der Differentialgleichung fiir (X0, yo) = (1,1), d.h. C = 1,5, und
(X0, Yo) = (2,1),d.h. C = 3.
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Buch Kap. 6.3 — Mehrdeutigkeit
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Abbildung 6.5: y’(x) = \/|y(x)| mit singulérer Lésung y(x) =0
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Buch Kap. 6.4 — DGLen mit trennbaren Variablen

Loésung einer Differentialgleichung mit trennbaren Verédnderlichen
1) Schreibe die Differentialgleichung y’ = % in der Form
h(y) y'(x) = g(x) bzw. h(y) dy = g(x) dx.
2) Integriere die linke Seite beziiglich y und die rechte Seite beziiglich
X.

3) Falls moglich, 16se die dadurch entstehende Gleichung
H(y) = G(x) + C

nach y auf. Ansonsten ist die Lésung y(x) in impliziter Form
gegeben.
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Buch Kap. 6.4 — DGLen mit trennbaren Variablen, Beispiel 1

Betrachte fir y > O bzw. y < 0

y =xy,
Schreibe

ﬂ:xdx

und integriere die linke Seite beziiglich y, die rechte beziiglich x und
erhalten

<2
2

2 2
X x
Injy| =% +Co, also lyl = ezt = g% e

X2 I - . -
Damit folgt y = +e® ez = ce% (C # 0). Fiir C = 0 ergibt sich die
zunachst ausgeschlossene Lésung y = 0.
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Buch Kap. 6.4 — DGLen mit trennbaren Variablen, Beispiel 2

Betrachte

y' =sinxcosy,
deren Richtungsfeld wir in Abb. 6.1 dargestellt haben.
Um die Gleichung durch cos y dividieren zu kénnen, miissen wir
cosy # 0bzw. y # (k + %)w, k € Z, fordern. Diese Forderung
bedeutet, dass wir die konstanten Lésungen y = (k + })=, k € Z, der
Differentialgleichung nicht mit der Methode der Trennung der

Veranderlichen bestimmen kénnen, was ja auch nicht nétig ist.
Es ergibt sich

’

y

=sinx bzw. / sinx dx .
cosy cosy
Integration ergibt In | tan(} + 7)| = — cos x + Co und damit
y(x) = 2arctan(Ce™ %) — = (C € R). (1)

2
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Buch Kap. 6.4 — DGLen mit trennbaren Variablen, chemische Reaktion

Chemische Reaktion erster Ordnung (Sattigungskonzentration ¢, und
Reaktionskonstante k > 0):

y = k(Co -y).

Mit g(t) = k = const. und h(y) = .~ ergibt sich

dy — kdt.

Co—Yy

Nach Integration

dy / 1
=k [dt+ C, also —In|jcgc—y|=In— =kt+C.
Co—y =yl Ico —yl
Auflésung nach y ergibt
1 KIHC _ oC ekt pzw, cp— y = e Ce k' = cle*!

lco—yl ~
und damit die allgemeine Lésung

y(t) = co — Cie™

kt
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Buch Kap. 6.4 — DGLen mit trennbaren Variablen

c |[ vW=c;(c-y@)e™

y(O)

Abbildung 6.6: Chemische Reaktion 1. Ordnung
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Buch Kap. 6.5 — Lineare DGLen

Y +p(x)y = q(x), (2
heiBt lineare Differentialgleichung (in Normalform).

Die Differentialgleichung (2) heiBt homogen linear, falls g(x) = 0 ist,
anderenfalls inhomogen linear.

ly| = €2e "™ bzw. y=cCce "™ (CeR, C#0)

ist die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung, wobei P(x)
Stammfunktion von p(x) ist, d.h. P(x) = f;; p(&) d¢. Fur € = 0 folgt

y(x) =0.
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Buch Kap. 6.5 — Lineare DGLen, Variation der Konstanten

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung wird angesetzt als
y(x) = C(x)e= "™,
Einsetzen in die Gleichung (2) ergibt
C'(x)e"® — c(x)p(x)e~"" + p(x)C(x)e~ "™ = q(x) .

Daraus folgt
C'(x)e~"™ = g(x) = C'(x) = q(x)e" = C(x) = / ) q(£)e”® de+c
Xo
(C1 € R beliebige Konstante) und damit
y(x) = Cie~"® + &= [ g(e)e™® d =: yran(x) + Yim(x)
0

Y (X) = Ynom(X) + Yinn(x) erflillt fir jedes C; € R die inhomogene
Gleichung.
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Buch Kap. 6.5 — Lineare DGLen, Ansétze fir p = const.

Fir
y'(x) + py(x) = q(x)
liefern die folgenden Ansétze partikulare L6sugen:

Inhomogenitat g Ansatz fiir yinp

m m

3 akx® 3 Arxk

k=1 k=1

ae” Ae™ fura # —p
ae®* xAe™ flra= —p

acos (wx) + bsin(wx) Asin(wx — B)

Summen und Produkte der genannten Inhomogenitaten bedingen
entsprechende Ansitze fiir yinp.

M. Hinze
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