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Aufgabe 1: (3 + 7 Punkte)

Es sei A =





−2 0 3
0 −1 0
1 0 −4



 .

a) Untersuchen Sie den stationären Punkt y = 0 des Systems
ẏ (t) = A · y (t) auf Stabilität.

b) Bestimmen Sie die allgemeine Lösung des inhomogenen Differentialgleichungssystems

ẏ (t) = A · y (t) + e−2t
·





−3
−2
−1



 .

Lösung :

a) Berechnung der Eigenwerte von A :

P (λ) := det





−2− λ 0 3
0 −1− λ 0
1 0 −4− λ



 = (−1− λ) · det

(

−2− λ 3
1 −4− λ

)

= (−1− λ) · [(−2 − λ)(−4 − λ)− 3] = (−1 − λ) ·
[

λ2 + 6λ+ 8− 3
]

(2 Punkte)

P (λ) = 0 =⇒ λ1 = −1 ∨ (λ+ 3)2 − 4 = 0

Die Eigenwerte von A sind also:

λ1 = −1, λ2,3 = −3 ± 2 .

Da die Realteile aller Eigenwerte negativ sind, ist der stationäre Punkt y = 0 asym-
ptotisch stabil. (1 Punkt)

b) Nach a) hat die Systemmatrix die Eigenwerte λ1 = −1, λ2 = −1 , λ3 = −5 .

Berechnung der Eigenvektoren:

λ1,2 = −1 :




−1 0 3
0 0 0
1 0 −3



 ·





v1
v2
v3



 =





−v1 + 3v3
0

v1 − 3v3



 =





0
0
0



 .

1. Zeile und 3. Zeile v1 = 3v3 . 2. Zeile: immer erfüllt.

Wir erhalten zwei linear unabhängige Eigenvektoren, zum Beispiel:

v [1] :=





3
0
1



 und v [2] :=





0
1
0





Mit den zugehörigen Lösungen:
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y [1](t) = e−t





3
0
1



 und y [2](t) = e−t





0
1
0



 . (3 Punkte)

λ3 = −5 :




3 0 3
0 4 0
1 0 1



 ·





v1
v2
v3



 =





3v1 + 3v3
4v2

v1 + v3



 =





0
0
0



 .

1. und 3. Zeile v3 = −v1 . 2. Zeile: v2 = 0 .

Zum Beispiel v [3] :=





1
0
−1



 und damit y [3](t) = e−5t





1
0
−1



 . (1 Punkt)

Die allgemeine Lösung des homogenen Systems ist:

y h(t) = c1 y [1](t) + c2 y [2](t) + c3 y [3](t) .

Für eine partikuläre Lösung der inhomogenen Aufgabe machen wir den Ansatz:

y p(t) = e−2t
·





a

b

c





Einsetzen in das System ergibt:

ẏ (t) = −2e−2t
·





a

b

c



 =





−2 0 3
0 −1 0
1 0 −4



 · e−2t
·





a

b

c



 + e−2t
·





−3
−2
−1



 .[1 Punkt]

Oder
−2a = −2a + 3c− 3 =⇒ c = 1

−2b = −b− 2 =⇒ b = 2

−2c = a− 4c− 1 =⇒ −2 = a− 4− 1 =⇒ a = 3 .[1 Punkt]

Die Allgemeine Lösung des inhomogenen Systems ist

y = y h + y p . [1 Punkt]
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Aufgabe 2:

Gegeben ist die Anfangswertaufgabe

y ′′
− 4 y ′ + 4 y = (3 + t)et ∀t > 0, y(0) = 2, y′(0) = 4 .

a) Berechnen Sie die Lösung der Anfangswertaufgabe.

b) In welche algebraische Gleichung lässt sich die Anfangswertaufgabe durch die Laplace-
Transformation überführen?

Bitte belegen Sie Ihre Antwort durch Zwischenrechnungen.

Lösung zu 2:

a)
P (λ) = λ2

− 4λ+ 4 = (λ− 2)2 = 0 ⇐⇒ λ = 2 .

Allg. Lösung der homogenen Aufgabe

yh(t) = (c1 + c2t) · e
2t [2 Punkte]

Der Ansatz yp(t) = (a + bt)et für eine partikuläre Lösung der inhomogenen Aufgabe
liefert

y′p(t) = (a + bt)et + bet, y′′(t) = (a+ bt)et + bet + bet .

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

(a+ 2b+ bt) et − 4(a+ b+ bt)et + 4(a+ bt)et = (3 + t)et

⇐⇒bt− 4bt + 4bt = t ∧ (a+ 2b− 4a− 4b+ 4a) = 3 =⇒ b = 1, a = 5 [2 Punkte]

Damit erhalten wir als allg. Lösung der inhomogenen Gleichung

y(t) = (c1 + c2t) · e
2t + (5 + t)et

Es gilt y′(t) = (c2 + 2c1 + 2c2t)e
2t + (1 + 5 + t)et .

Die Anfangswerte liefern

y(0) = c1 + 5 = 2 =⇒ c1 = −3 .

y′(0) = (c2 + 2c1) + 6 = c2 = 4 =⇒ c2 = 4 . [2 Punkte]

b) y ◦—• Y, y′ ◦—• sY − y(0) = sY − 2,

y′′ ◦—• s2Y − 2s− y′(0) = s2Y − 2s− 4

f(t) = (3 + t) ◦—•
3
s
+ 1

s2
= F (s) [2 Punkte]

Nach Verschiebungssatz gilt: eatf(t) ◦—•F (s− a) , also

etf(t) = et(3 + t) ◦—•
3

s−1
+ 1

(s−1)2
= F (s− 1) [1 Punkt]

Die AWA geht über in

s2Y−2s−4−4(sY−2)+4Y = (s2−4s+4)Y +4− 2s =
3

s− 1
+

1

(s− 1)2
. [1 Punkt]


