Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.4 Eigenwertaufgaben

Gegeben sei ein homogenes lineares Randwertproblem n—ter Ordnung

Lyl = e+ ana (6, )y 0(e) + -+ ao(t, A)y(e) = O
n—1

R = 3 (aky(@) + 8y (b)) =0, k=12,...n
1=0

Die Koeffizienten der Differentialgleichung und die Randbedingungen hingen von
einem Parameter \ € R oder C ab.

Ziel: Wir suchen nach nichttrivialen Losungen des Problems.

Sei y1,..., Yy, ein Fundamentalsystem von L[y]. Dann héngen die yx auch von A
ab, d.h. yx = yk(t, \) und eine Losung l3sst sich als Linearkombination darstellen

y(t) = Z ckyi(t, A)
k=1
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4.4 Eigenwertaufgaben

Die Linearkombination

n Sucht Cay.e . B
y(6) =3 el ) &
k=1

ist eine Losung, falls die Randbedigungen

Ryl =Y aRilu] =0, j=1,...,n
k=1

erfiillt sind. Dies ergibt fiir die Koeffizienten ¢, ..., ¢, ein homogenes lineares
Gleichungssystem mit Systemmatrix <
=
RlAl - Rily] EL)
E(\) = : :
Ralvi] .- Ralya]

Es existieren also genau dann nichttriviale Losungen y(t) # 0, falls gilt
D()\) :=detE(\) =0
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Eigenwerte und Eigenfunktionen.

Definition: Die Werte A € R bzw. C mit D()\) = 0 heiBen Eigenwerte der
Randwertaufgabe. Die zugehdrigen nichttrivialen Lésungen nennt man die
zugehorigen Eigenfunktionen. Diese sind hochstens bis auf skalare Vielfache
eindeutig.

Bemerkung: Die Bedingung D(X) = 0 ist im Allgemeinen ein nichtlineares
Nullstellenproblem mit unendlich vielen Losungen.

Eigenwertprobleme lassen sich in nichtlineare Randwertaufgaben transformieren.
Wir setzen dazu y,;1(t) := A und finden dann

YO(t) = —ana(t,yara)y () = - — ao(t, yapa)y(2)
}’r/1+1 =0
Rely,Yat1] = 0 firk=1,2,...,n

y'(a) = 1 (Normierung)
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Beispiel.

Wir betrachten die Randwertaufgabe
Y'+ Xy =0, y(0)=y(1)=0

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet:

y(t) = ¢ cos(At) + o sin(At)
Die Randbedingungen ergeben dann

y(0)=0 = =0

y(1)=0 = csin(A)) =0
Fiir die Eigenwerte ergibt sich demnach

@ ke Z\ {0}
mit zugehorigen Eigenfunktionen

yi(t) = sin(\kt)
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Beispiel.

Wir betrachten die Randwertaufgabe
Y'+ Xy =0, y(0)=0, y(1) - y'(1) =0

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet:
y(t) = c1 cos(At) + casin(At)

Die Randbedingungen ergeben dann

y(O) =0 = =0 | |
y(1)—=y'(1)=0 = cz(sin()\t) —Acos(A

Die Eigenwerte sind die Lésungen der nichtlinearen Gleichung A = tan A mit
zugehorigen Eigenfunktionen A=0 y=aiit
)= o Pa=0

. ' 7
(1) = sin(Act) = A #0 (4 __7'@} -b-b=0V/
A L P 1
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Kapitel 5. Numerische Verfahren fiir Anfangswertaufgaben

5.1 Allgemeines

Gegeben sei die skalare Anfangswertgabe v T
{y’(f) = f(t,y(t)) |
y@ = v ﬁ'_l% L1 -

_ _ _ 2t h ity 4
Wir wollen die Losung y(t) an einer Stelle b > a berechnen. At bt

Kann man die Losung nicht explizit durch Integration bestimmen, so verwendet
man ein Diskretisierungsverfahren. Wir definieren dazu eine Zerlegung des

Integrationsintervalls
a=th<ti<---<th=>b

sowie die Ndherungen
\/j%y(tj), J=0,....m

Man nennt h; := tj;; — t; die Schrittweite des Diskretisierungsverfahrens.
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Numerischer Integrator und Klassifikation.

Definition: Das Verfahren zur Bestimmung einer N3herungsldsung (Yo, .. .

bezeichnet man als Numerischen Integrator.

Numerische Verfahren lassen sich bestimmten Klassen zuordnen:

@ Einschrittverfahren
Yj+1 = YJ + hj q)(tjv Yj7 hj)

Man nennt ® die Verfahrensfunktion.

@ Mehrschrittverfahren
\/j+1:¢'(\/j7"'7\/j7k)7 keN

Man verwendet die bereits berechneten Naherungen Y}, ...,

o

—k-

© Extrapolationsverfahren

Kombiniere ein Einschritt— bzw. Mehrschrittverfahren aus 1) und 2) mit

verschiedenen Schrittweiten und extrapoliere das Ergebnis.
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Wichtige Fragen zur Qualitat eine Integrators.

@ Es gelte Y; = y(t;). Welchen Fehler machen wir im néchsten
Integrationsschritt, d.h.

ly(tiv1) = Yiga| =7

@ Wenn wir die lokalen Fehler |y(tj+1) — Yjt+1| kontrollieren kénnen, was gilt
dann zur Zeit t = b, d.h.

ly(b) = Y| =7

Insbesondere, wenn wir h; — 0 wahlen, d.h. konvergiert das Verfahren im
Grenzfall h; — 07

© Gibt es eine geeignete Wahl fiir die Schrittweite h;, so dass der
Approximationsfehler — etwa im Vergleich zum Rechenaufwand — minimal
wird.
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Kapitel 5. Numerische Verfahren fiir Anfangswertaufgaben

5.2 Einschrittverfahren

Das Eulersche Polygonzugverfahren ist das einfachste Einschrittverfahren
und lautet 7 3 — (]
Yis1 =Y+ hi (1, ;) | A
v

jl‘ ./"/_ T

Das Verfahren entsteht aus der Approximation ‘o
|
1 L_;_ : .
Y(ty) = (8, V) = F(YJH -v) '

J \ tin
Geometrische Deutung:
Zur Berechnung des Wertes Y; laufe ich immer ein kurzes Stiick in
Richtung der Tangente im Punkt Yj, d.h. entlang der Geraden mit
Steigung f(t;, Y;).
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Zwei weitere Einschrittverfahren.

Verfahren von Heun: Wihle den Mittelwert zweier Steigungen

Ki = f(tJ’YJ) K
Ko = f(tj+hj, Yj+ hiKi)
1 1
Yier = Yith(sKi+ 5K
4 L
-f"_'-—-.\‘\

Das modifizierte Euler—Verfahren: (Lothar Collatz, Hamburg, 1960)

Wihle eine mittlere Steigung A

Ki = f(t,Y))

h; h; Y
Ky, = f(tj"f'zj,yj"f-QJKl)‘]

Yit1 Yi + hiKz 1 I
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Der lokale Diskretisierungsfehler.

Definition: Gegeben sei die Naherung (t;, Y;) und ein Einschrittverfahren in der
Form
Yisr = Y+ b 08, Vi, )

Sei z(t) die Losung des (lokalen) Anfangswertproblems

Z(t) = f(t, (1), z(f) =]

a) Das exakte Inkrement ist gegeben durch

2+ h) - Y,

A(t), Y, h) = .

s Vs
b) Man nennt dann
7(t, ), h) == At Yy, h) = (8, Y, h)

den lokalen Diskretisierungsfehler.
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Konsistente Verfahren und Verfahrensordnung.

Definition: (Fortsetzung)

c) Das Einschrittverfahren heiBt konsistent, falls fiir alle hinreichen oft stetig

differenzierbaren rechten Seiten f(t,y) gilt:

Jim 7(t;, Y;, h) = 0

Das Einschrittverfahren besitzt die Ordnung p, falls gilt:
(), Yj, h) = O(hP)

d.h.
3C, k>0 : Vhe (0,h] : |r(t,Y;, h)| < ChP

Bemerkung: Man kann den lokalen Diskretisierungsfehler auch als
1
(g Vi, h) = 1 (2(1) = Vi)

darstellen, d.h. 7 ist der Integrationsfehler pro Schrittweite.
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Berechnung der Konsistenzordnung.

Man verwendet dazu die Taylor—Entwicklung von z(t + h) um h = 0:

z(t+ h) = z(t)+ Z'(t)h + z”(t)%2 +...
Nun gilt neben z(t) =Y
Z(t) = f(t,2(1))
Z'(t) = f(t,z)+£,(t,2)2 = f(t,z) + f,(t,2)f(t, z)
Z0(t) = o+ 2k f + £, f° + ff, + £d

Wir erhalten daher fiir A(t,y, h) = (z(t + h) — Y))/h den Ausdruck

h h?
B = f+ 2+ )+ 5 (fe+ 26 f + £, + £, + £d) + O(),
wobei die rechte Seite an der Stelle (t, z(t)) = (t, Y) ausgewertet wird.
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Beispiele.

© Beim Euler-Verfahren gilt & = (¢, Y) und daher
= A= (4 )+ O(F) — ®= 1 (fi+ ) + O(R)
Das Verfahren ist also konsistent erster Ordnung.
@ Beim Verfahren von Heun gilt

¢ = —(f(t,Y)+f(t+h Y +hf(t,Y))

NI N

<f(t, Y)+f(t,Y)+ h—(ft(t Y)+ f,(t, Y)f(t, Y))+O(h2))

= f -Q++@Q

T=A—-®=0(hK)

Daraus folgt

Das Heun—Verfahren ist ein konsistentes Verfahren zweiter Ordnung.
3) GOA  ,=2 4= f(+4h, V+h4)=
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ool GHA
g fter, v 4g)=fobfh~6F) + of)
T = 45*7( = obk?)



Konvergenzsatz.

Satz: Die exakte Losung des Anfangswertproblems
Y'()=1f(ty(®), ya)=ya
existiere im Intervall [a, b]. Das Einschrittverfahren der Form
Yier = Y+ b 01, Y5, )
sei konsistent und besitze die Ordnung p mit |7(¢, Y, h)| < Ch®.
Ferner sei die Verfahrensfunktion ® Lipschitz—stetig beziiglich Y:
|d(t, Y, h) — (£, Y, h)| < LY — Y]

Dann gilt fiir die mit dquidistanter Schrittweite h = (b — a)/m, m € N,
berechneten N&herungen Y,, = Y(b; h) von y(b):

1 L=0
Y(bih) = y(b)| < (07 —1) P ——>0,

K‘“"{"}\-—t ) 'Ir .
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Runge—Kutta—Verfahren.

Die allgemeine Form eines Runge—Kutta Verfahrens mit Stufenzahl s lautet
Yj+1 = YJthZCI tj, Ja

Ki(t,Y,h) = f(t,Y)

i-1
Ki(t,Y,h) = f (t—l- aih, Y + hz bi/K/>

=1
Schreibweise als Butcher-Schema Eubn

0 (9]
a | by
a3 | bs1 bs2

ds bsl b52 N bs,s—l
C1 (o, BN Y Cs—s s
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e Das Verfahren von Heun (p = 2) als Butcher-Schema

0
1

Nl | =
Nl

e Das modifizierte Euler-—Verfahren (p = 2) als Butcher-Schema

Ni= O
O| NI

«O0r «Fr «=Z)r « =)

it
S
¥l
i)




e Die Kutta—Regel (p = 3)

0
11
21 2
1{-1 2
T 21
6 3 6

@ Das klassische Runge-Kutta—Verfahren (p = 4)

=N N

ol O O N
WO N=
[

o=

«4Or «Fr «=>r «E» =] Q>



