Die erste Variation d/.

Definition: Der Ausdruck &/ definiert durch
d

ol = —1 h

de [vo + €h] L

heiBt die 1. Variation des Funktionals /[y].

Damit man eine Losung des Variationsproblem erhilt, muss 6/ = 0 gelten.

Bemerkung:
@ Die Funktion 9
oy(t) == 9 y(t,€)l.—o = h(t)
nennt man auch die 1. Variation der abhangigen Variablen.

@ Die erste Variation 4/ entspricht der Richtungsableitung von /[y] in
Richtung h an der Stelle yg.
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Berechnung der ersten Variation

Die 1. Variation berechnet man wie folgt.

d [t
5l = —/ f(t,yo +eh,ys +eh')dt
de J,

e=0

b
= [ | Bl w0+ e W) | de

Partielle Integration

b
d b
/ (f;/(t,yo,yé) - dtfy'(t7y0’.y(/))> : h(t)dt + fy'(tayan(/)) : h(t) R
a

=0

b
d
(et~ Gte0.00)) - o)
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Das Fundamentallemma der Variationsrechnung.

Wir erhalten also aus Bedingung 6/ = O:

b
d !
/ (f;,(t,yo,yé) fy/(taYO,)’(g)) h(t)dt;O

dt

Da h(t) beliebig ist, folgt das Fundamentallemma der Variationsrechnung

d .
f;/(tvy07y(l))7afy/(t7y07y(l)):0 furag tSb

Satz: Jede Lésung der oben definierten Variationsaufgabe ist zugleich eine
Loésung der Randwertaufgabe

d
f;/(ty)/Oa}’(;)_Eﬂ/’(LYOa}’é) =0

(@) =ya  yo(b) =ys
Die Differentialgleichung nennt man die Euler—Lagrange—Gleichung.
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Explizite Form der Euler-Lagrange—Gleichung.

Wegen

d
Efy'(ta .yOa.y(;) = fy't(tJ’O,}’é) + fy’y(ta}’O,}’(g) : .y(; + f;”y'(tmyan(S) : _)/6/
—— —
—= 0
|8t sich die Euler-Lagrange Gleichung unter der Regularitdtsbedingung
f)”y’(t7y0a)/(;) #0
nach y{’ auflésen und damit in der expliziten Form

y// — f;/(t7.y07.y6) - fy't(tayané) B fv’y(ta)/o’}/(g) . .y(/)
0 fy/y’(taYané)

schreiben.

Bemerkung: Die Gleichung IaBt sich in zwei Spezialféllen vereinfachen:
@ die Funktion f ist unabhangig von y, d.h. f = f(t,y’),
@ die Funktion f hangt nicht explizit von t ab, d.h. f = f(y,y’).
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Zwei Spezialfdlle der Euler—Lagrange Gleichung

@ Hingt f nicht von y ab, f = f(t,y’) so lautet die Euler-Lagrange Gleichung

d
-F 7 7 y,) — 1, (t, ¥0,¥) = 0.
Dies bedeutet aber fiiralle a <t < b bj‘t A One 2

f;"(ta Yo, yé) = const.

@ Hangt f nicht explizit von t ab, so gilt firalle a <t < b

f v
Bhoghy, Hi= = fy = const. /g J
denn F(}’Gr’.?g}f}
d d J , ;
SHE) = d(f—yy)—yy+fy (dt,gv,)y_fy

:(fy

S

HQ‘Q
|\<"\
O
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Fortsetzung des Beispiels.

Fiir die Hamilton—Funktion gilt

O ) S I 75 4 ) N 4 O N
= \/ya—y(t) \/1+(y’(t))2 Ya—y(t) rie

1 1
= = ¢; = const.

VIO 2 V. —y(b)

Daraus erhalten wir die Differentialgleichung

2¢ — (ya — 1
y = |y mit 2c = — >0
Ya—Yy 5]

Eine Trennung der Variablen ergibt dann die implizite Darstellung

Y
Ya—1T]
—————dn=1t—a,
/y,, 2c—(ya—m)

eine Zykloide (siehe Band 1, Beispiel 14.2.2).
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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.3 Lineare Randwertprobleme zweiter Ordnung

Wir betrachten eine lineare Randwertaufgabe zweiter Ordnung

Llyl] = y"(t)+a(t)y'(t) + ao(t)y(t) = h(t)
Rilyl] = oaay(a)+ fry'(a) + 7y (b) + o1y'(b) = dh
Rolyl = aay(a) + Bay'(a) + y2y(b) + d2y'(b) = da

Damit das oben stehende System eine Lésung hat, nehmen wir an, dass die
zugehorige homogene Randwertaufgabe

Ly]=0, Rily]=Rely]=0
nur die triviale Losung besitzt.

Beobachtung: Das Problem |48t sich stets auf ein Problem mit homogenen
Randbedingungen zuriickfiihren.
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Riickfiihrung auf homogene Randbedingungen.

Sei yo(t) eine C?>~Funktion mit

Rl[yo] = d1 und Rg[yo] = d2

d.h. yo(t) erfiillt die gegebenenen Randbedingungen.
Wir setzen dann

z(t) == y(t) — yo(t)
Folgerung:
Lost y(t) das Problem
Lyl =h(t),  Rilyl=di,  Roly] =d>,

so lost z(t) das homogene Randwertproblem

- i, breg
@: h(t) := h(t) — Llyo](t), / Ri[z] =0, @
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Die Greensche Funktion bei Randwertaufgaben.

@ Randwertaufgaben 2. Ordnung mit homogenen Randbedingungen
lassen sich stets mit Hilfe der Greenschen Funktion I6sen.

@ Dabei erhilt man die Lésungsdarstellung

b
y(t) = / G(t,7)h(r) d

mit der Greensche Funktion G(t,7) und a < t,7 < b.

© Entscheidender Vorteil: Die Greensche Funktion hingt nur vom
Differentialoperator L[y] ab, aber nicht von der Inhomogenitét h(t).

Q Ist die Greensche Funktion fiir den Differentialoperator L[y] bestimmt,
so lassen sich die Losungen mit beliebiger Inhomogenitat in der
obigen Form darstellen.
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Zur Konstruktion der Greenschen Funktion.

Wir nehmen an, dass G(t,7) auf den beiden Mengen
Dy ={(t,7)|a<7<t<b} und Dy:={(t,7)]|a<t<7<b}

glatt ist, d.h. sich als eine C>~Funktion auf den Rand fortsetzen lisst, dass
jedoch G(t, ) fiir t = 7 Spriinge haben kdnnen.

b
y(t) = /G(t,T)h(T)dT

t b
Y1) = jt{/a G(t,T)h(T)dT+/t G(t,T)h(T)dT}
_ /b Ge(t, T)h(7) d7 + [G(t,t7) — G(t, )] h(t)
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Fortsetzung der Konstruktion der Greenschen Funktion.

Wir verlangen nun
G(t,t7)—G(t,tT)=0

das heiBt G(t, ) ist stetig fir t = 7.

Fiir die zweite Ableitung gilt dann

/ Gee(t, T)h(T) dT + [Ge(t,t7) — Ge(t, tT)] h(t)
und daher
b
Lly](t) :/ LIG(-, D)I(t)h(T) dT + [Ge(t,t7) — Ge(t, t7)] h(t)
Wir fordern daher fiir die Greensche Funktion G(t, )

LIG(,7)=0 und  Gi(t,t7)— Gi(t, tT) =1
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Losungsdarstellung mit Hilfe der Greenschen Funktion.

Satz: Sei G(t, ) eine Funktion G(t,7), die die folgenden drei
Eigenschaften erfiillt.

© Die Funktion G(t,7) ist stetig auf [a, b]? und ldsst sich auf D; und D, als
C?-Funktion fortsetzen.

@ Die Funktion G(t,7) erfiillt bei festem 7 die homogene Differentialgleichung
L[G(-,7)] = O fiir t € [a,7] und t € [7, b] sowie die Randbedingungen

R«[G(-,7)] =0, firk=1,2.
© Die Funktion G(t, ) erfiillt die Bedingung
Ge(t,t7) — Ge(t,t7) = 1.

Dann ist die Lésung y(t) des Randwertproblems gegeben durch

b
Y (1) :/a G(t,7)h(r) d
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Verfahren zur Konstruktion einer Greenschen Funktion.

@ Ist yi(t), y2(t) ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung, so
machen wir den Ansatz e s 2, a, b b

G(t —{ (a1(#) + ba(D)ya(t) + (a2(f) + ba(M)y2(t) = Tt
’ (@10 — by (O)ya(6) + (a2(0) — ba(D)yalt) : 7>t

@ Die Stetigkeit und Sprungbedingung an G(t, ) liefert dann

0 " e _t.q 0
! =4
Y/If h ‘”L R

(<}
Dies ist ein lineares Gleichungssystem fiif bl(t) de (t) mit regularer

Koeffizientenmatrix. -

I"'

] Ilr'll, -

Gl - 2o 2(ba(t)n (1) + ba(t)ya(1))

GlEERLE s () + b)) =

N

| E\\M\H

© Die Randbedingungen ergeben schlieBlich ein lineares Gleichungssystem fiir

die beiden GroBen a;(t) und ax(t), das ebenfalls eindeutig I6sbar ist.
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Ein Beispiel zur Greenschen Funktion.

Gegeben sei das Randwertproblem

y'(t) +y(t) = h(t)
y(0)—y(m) = 0
y'(0)—y'(r) =
Ein Fundamentalsystem ist y;(t) = cost und y»(t) = sin t.

Unser Ansatz fiir die Greensche Funktion lautet daher

G(t,7) = { (a1(@) + bu(€)) cos t + (ax() + b2()) sin ¢
, (a1(€) — b1 (F)) cos t + (ax(£) — ba(F)) sin t

T<t

T>t

Die Koeffizienten by (t) und by(t) I6sen das lineare Gleichungssystem

bi(t)cost + by(t)sint = 0
—bi(t)sint + by(t)cost = =
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Fortsetzung des Beispiels.

Das lineare Gleichungssystem

bi(t)cost + by(t)sint = 0

—bi(t)sint + by(t)cost = =

kann wie folgt aufgeldst werden:

Multipliziere die erste Gleichung mit sin t sowie die zweite Gleichung mit cos t
und addiere. Wir erhalten damit

1
(sin® t 4 cos® t)by(t) = 5 cost
und daraus folgt
1
by(t) = 5 cost
Durch Einsetzen dieser Losung ergibt sich by(t) als
1.
bi(t) = —5sin t
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Fortsetzung des Beispiels.

Wir setzen nun G(t,7) in die vorgegebenen Randbedingungen ein:

Man berechnet

G(0,7) = (ai(r)==by(7)) cost|,_o+ (ax(7)= ba(7)) sint|,_,
= ai(7) A bi(7)
G(m,7) = (a(7) + bu(7)) cost|,_ + (a(7) + bo(7)) sint],_,

= —(a)+ b))

Gi(0,7) = —(as(r)=r ba(r)) sint],_q + (ax(r)=+ ba(7)) cost],_q
= 32(7') -'?bz(T)

Ge(m,7) = —(au(7) + bo(7)) sint|,_ + (ax(7) + bo(7)) cos t|,_.

S (32(7) n bz(T))
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Komplettierung des Beispiels.

Damit ergibt sich

G(0.7) = G(r.7) = (a(r)=bi(n) + (a(r) + bi()) =0

G(0,7) — Gy(m,7) = (a2(7) - bz(T)) + (32(7) + bz(T)) L0

Daraus folgt aber a;(7) = a2(7) = 0 und die Greensche Funktion lautet

G(t,T):{ ssin(t—7) @ 7<t

—Isin(t—7) @ T>t

Die Losung der Randwertaufgabe ist dann gegeben durch

1/t 1 (7
y(t) = 7/ sin(t — 7)h(r) dr — 7/ sin(t — 7)h(r) dr
2 J 2/,
Beachte: Die Losungformel gilt fiir beliebige Inhomogenititen h(t).
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