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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.1 Allgemeines

Wir betrachten ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung:

y'(t) = f(t,y(t)),  mity(t) € R".

Dabei sei f(t,y) auf einem Gebiet D C R™ 1 hinreichend oft stetig
differenzierbar.

Anfangswertaufgabe: Gebe Losung zur Zeit t = a vor
y(a) = yo

Randwertaufgabe: Zur Festlegung einer Losung y(t) werden nicht alle
Komponenten y; an einer Stelle vorgegeben wie oben, sondern

gewisse Komponenten y; an verschiedenen Stellen t = a, b, c, ...
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Typische Beispiele zu Randwertaufgaben.

© Sturmsche Randwertaufgaben
y'(t) + a1(t)y'(t) + aoy(t) = h(t)
a1y (a) + azy'(a)
Bry(b) + Bay'(b) = d>

I
Q
S

@ Lineare Randwertaufgaben

{ y'(t) = A(t)y(t) +h(z)
B.y(a) + Bpy(b) = d

© Allgemeine Zweipunkt—Randwertaufgaben

{ y(t) = f(ty(t)
r(y(a),y(b)) = 0
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Randwerte entscheiden iiber die Existenz und Eindeutigkeit

einer Losung.

Beispiel: Wir betrachten die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
gegeben durch
) y" 4+ y=0. y@f~ esiwt +bhued

69.9

© Die Randwerte -
y(0)=0 und y(§)=1 ez

ergeben die eindeutig bestimmte Lésung y(t) = sin t.

@ Keine Losung existiert fiir die Randwerte 5 b=o
s 20 ;/"7

@ Fiir die Randwerte
y(0)=0  y(m)=0

gibt es unendlich viele Losungen y(t) = csint mit einem beliebigen ¢ € R.
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Existenzsatz fiir lineare Randwertaufgaben.

Satz: Gegeben sei die lineare Randwertaufgabe
y'(t) = A(t)y(t) +h(t)
B.y(a) + Byy(b) = d

mit stetigen Funktionen A(t), h(t), t € R. Weiterhin sei Y(t) ein beliebiges
Fundamentalsystem zu y’ = A(t)y. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) Die Randwertaufgabe ist fiir alle stetigen Inhomogenitaten h(t) und
Randwerte d stets eindeutig |osbar.

2) Die zugehérige Randwertaufgabe

{ y(0) = AWY=D) 0]
Bay(a) +Boy() = 0 = L VYe)c <8 e =

hat nur die triviale Lésung y(t) = 0. ?(ISQ Yer + 3y, T@JJ ( =0
3) Die Matrix

E:=B,Y(a) + B,Y(b) € R™*"
ist regular.
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Unser Beispiel: Die Differentialgleichung y” + y = 0.

Wir schreiben die Gleichung zweiter Ordnung zunichst als ein System und
bestimmen anschlieBend das zugehdrige Fundamentalsystem:

" cost sint
7 f_7“0 ( sint cost)

Damit folgt: (oO Z((_Z{* fL 2(@ 9»‘/ ( J
E = BY(O)+BbY b)

= (o 0)(o 1) (2 0)( 5 &p)
- <colsb sigb>

Die Matrix E ist demnach reguldr fiir b = 7/2 und singular fir b = 7.
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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.2 Grundbegriffe der Variationsrechnung
Problem der Brachistochrone (Johann Bernoulli, 1696):

Man bestimme eine differenzierbare Funktion y = y(t) mit
Randbedingungen y(a) = ya, = yp, sodass das Integral

1+ (y
Iyl —/ i y(t

Interpretation: Das angegebene Funktional /[y] beschreibt — bis auf einen
Vorfaktor — die Zeit, die ein Massenpunkt bendtigt, um unter dem Einfluss
der Schwerkraft entlang der Kurve y = y(t) von Punkt A = (a,y,) zum
Punkt B = (b, yp) zu kommen.

minimal wird.
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Allgemeine Formulierung einer Variationsaufgabe.

Gesucht ist eine differenzierbare Funktion y : [a, b] — R, die die
vorgebenenen Randbedingungen

y(@ =y, y(b)=yp

erfiillt und gleichzeitig ein Funktional der Form
b
I = [ ey(0.y/(2) de

minimiert.

Ziel: Wir suchen eine Randwertaufgabe, die zu der oben formulierten
Variationsaufgabe dquivalent ist.
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Zur Losung des Variationsproblems (Lagrange, 1755).

Sei yo(t) die Losung des allgemeinen Variationsproblems und h : [a, b] — R eine
beliebige differenzierbare Funktion mit

Setzen wir y(t,¢) als
y(t,€) == yo(t) + eh(t),

so besitzt die Funktion
J(e) = Ily(-,e)] = Ilyo +eh]
im Punkt e = 0 ein Minimum, denn y(t) lést das allgemeine Variationsproblem.

Da J(e) eine skalare Funktion der reellen Variablen ¢ ist, gilt als notwendige
Bedingung fiir einen (lokalen) Extremwert (nach Analysis I)

dJ
)

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 152 / 200



