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Stabilitat bei nichtlinearen Differentialgleichungen.

Wir betrachten das nichtlineare_agtgngm_g System

y'(1) = f(y(1) :mlfﬁz/ t 0/
A

-0
wobei f(0) = 0 gelte, d.h. y* = 0 ist ein Gleichgewichtspunkt des Systems.

Stabilitdtsuntersuchung mittels Linearisierung der rechten Seite
y(t) = Ay()+8(y(1)

A = Jf(0)

gy) = o(lyl) mitg(0)=0

Folgt aus Taylor—Entwicklung der rechten Seite um den Entwicklungspunkt
y' =0
f(y) =f(0) + Jf(0)y + g(y)
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Stabilitatssatz Il fiir nichtlineare Gleichungen.

Satz: (Stabilitatssatz Ill) Mit den obigen Voraussetzungen gilt.
1) Gilt fiir alle Eigenwerte \; von A = Jf(0)

Re()\j) <0,

so ist y* = 0 ein strikt stabiler Gleichgewichtspunkt von y" = f(y),
d.h. die Stabilitdt des linearisierten Systems iibertragt sich auf das
nichtlineare System.

2) Existiert ein Eigenwert A; von A mit
Re()\j) > 0,

so ist der Gleichgewichtspunkt y* = 0 instabil, d.h. die Instabilitit des
linearisierten Problems iibertragt sich ebenfalls aus das nichtlineare
Problem.

% ) =0 U Auwssepc

o
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Wichtige Bemerkung zur Linearisierung.

Bemerkung: Die Stabilitdtsuntersuchung eines nichtlinearen Systems mittels
Linearisierung funktioniert nicht, falls

@ fiir alle Eigenwerte A von A
Re(A) <0,

gilt
@ und mindestens ein Eigenwert A mit
Re(A\) =0

existiert.

Insbesondere spielt es bei Eigenwerten A mit Re(A) = 0 keine Rolle, wie es sich
mit der algebraischen und geometrischen Vielfachheit verhilt.

Und: Gerade mechanische Systeme, die ungedampfte Schwingungen beschreiben,
besitzen rein imaginire Eigenwerte.
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Beispiel: Das mathematische Pendel.

Das mathematische Pendel wird beschrieben durch die nichtlineare

Differentialgleichung ég G
&J:—%sind):—wzsintb [é /

— ﬁ:oﬁ*ﬁmw\:
Dabei bezeichnet ® = ®(t) den Auslenkungswinkel zur Zeit t, / die Linge des
Pendels und g die Gravitationskonstante.

Mittels der Substitution

n=e yp=9
erhalten wir das Differentialgleichungssystem erster Ordnung
i o= »
. o 2 .
y2 = —wisiny
Die Gleichgewichtspunkte sind gerade die Nullstellen der rechten Seite,

ik =km und y =0 mit keZ.
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Beispiel: Linearisierung um den Gleichgewichtspunkt
Y = Vi, yok) " = (km,0)7  k € Z.

Wir linearisieren um den Gleichgewichtspunkt (yik, y2k) = (km,0), k € Z.

F(yies vau) +3 (i yar) ( Y1~ Y ) +o(lly - yull)
—— y2 ﬂ

cg

=0

—k
Jf(km,0) ( " y " ) +o(|ly — y«ll)
2
< —w?coskn 0 ) ( I >+°(||y_yk||)

— (agay o) (7 ) retly—w
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Stabilitat des linearisierten mathematischen Pendels.

Die Linearisierung ergibt sich das lineare System
i = y
y» = —w*(=1)"(n1 — kn)

Wir berechnen die Eigenwerte der (konstanten) Koeffizientenmatrix

Es gilt

= A 1

2(_1)k ) ‘ :>‘2+w2(71)k

—W (— ) - k . A P
b Ansige .
Fiir die Eigenwerte folgt daraus ﬂ&wf
\ +iw : falls k gerade Stadsfl
12 = — S0
+w : falls k ungerade e ki *0 [:{ b,
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Stabilitat mittels Ljapunov—Funktionen.

Wir betrachten wieder das nichtlineare autonome System

y'(t) =f(y(t))  mit £(0)=0

Definition: Eine C'-Funktion V: D - R, D C R‘j heiBt Ljapunov—Funktion auf
K:(0) C D fir f(y), falls gilt

a)

V(0)=0
V(y) >0 fiiry#0undy € K,(0)
b) _
(VV, f(y)) <0 fir alley € K.(0)
Gilt in b) sogar
b’)
(VV, f(y)) <0 firalleymit0 < |ly]| <r

so nennt man V/(y) eine strenge Ljapunov—Funktion.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 139 / 200



Stabilitatssatz IV mit Ljapunov—Funktionen.

Satz: (Stabilitatssatz 1V)

1) Existiert eine Ljapunov—Funktion V(y) von f(y), so ist die Nullldsung
y* = 0 ein gleichmaBig stabiler Gleichgewichtspunkt.

2) Ist V(y) zudem eine strenge Ljapunov—Funktion von f(y), so ist die
Nulllésung y* = 0 ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.

Beweisidee: Wir berechnen die Zeitableitung der Funktion V/(y(t))

vy = gradViy(n) ()

grad(V(y(2))) - F(y(2)) ~
2 matvf woTs
_ iy £0 ¢ -

& e ou.kt_ [pamnta, sl
Ist V eine (strenge) Ljapunov—Funktion, so ist V = V/(y(t)) (streng) monoton
fallend.
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Instabilitdt und Ljapunov—Funktionen.

Bemerkung: Wir betrachten wieder die autonome Gleichung
y'(t)=f(y(t))  mit £(0) =0,
d.h. die Nulllésung y* = 0 ist ein Gleichgewichtspunkt.
Existiert eine C'~Funktion V(y) mit den Eigenschaften
<) V(0) =0
V(y) >0 f'Lir y #0und y € K,(0)

und
o ) (VV,f(y)) >0  firalleymit0 < |y|| <r

so ist y* = 0 ein instabiler Gleichgewichtspunkt.
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Ein Beispiel zu Ljapunov—Funktionen.

Wir betrachten das nichtlineare System (00 st leimns f../?-

(J-2oi(Jrer | _ Loy, |[RA[P*127

/\HL "
1 LT et Gy
-DF(Q"Z ( 7) } (_1 p) y = —X—y5 Stb S4 D0, fn AJP -

Der Nullpunkt ist ein isolierter Gleichgewichtspunkt des Systems.

Mit dem Ansatz , , 8,5 noch ;;51{“
V(x,y) =ax“+ by, a,b>0

i

gilt offensichtlich

n.) )=0 und V(x,y)>0fiir(x,y) # (0,0)

()
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Fortsetzung des Beispiels.

Weiter berechnet man

Voo = (5o ) (T8 )

—x—y
= 2ax(—x3+y) + 2by(—x — y°)
= —2ax* + 2axy — 2bxy — 2by®
Setzt man a = b > 0, so folgt = —?axk~2Q7'{ co (e 42y
V(x,y) = —2ax* — 2by®
d.h. V ist eine strenge Ljapunov—Funktion und der Nullpunkt ist ein

asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.
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Ljapunov—Funktion fiir das mathematische Pendel.

Beim mathematischen Pendel

no= B
. 5 . S Capy
yo = —w’siny
Knohiosi €~
setzt man « “‘JWLC;_____ ‘ L
1 ) /2x,_—— . { o # e e
Viyi, y2) = §y2 +w(l—cosy)

&
Damit gilt V/(0,0) =0 und V(y1,y2) > O fiir (y1,y2) € K.(0), r < 7. Weiter

berechnet man
. w?sin vi Vo .
<V\/,f> - <( Vo ’ _w2siny1 > =0

Also ist V eine Ljapunov—Funktion auf K,(0) und der Nullpunkt ist ein stabiler
Gleichgewichtspunkt. Allerdings ist V' keine strenge Ljapunov—Funktion, denn der
Urspung ist auch nicht asymptotisch stabil.
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