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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.5 Stabilitat

Gegeben sei eine Differentialgleichung erster Ordnung

y(t) =f(t.y(t)),  y(t) eR”

mit hinreichend glatter rechten Seite f(t,y). Weiterhin sei y*(t) eine spezielle
Losung der Differentialgleichung.

Frage: Wie verhalten sich benachbarte L3sungen y(t; to, yo)?

Beispiel: Wir betrachten die beiden Anfangswertaufgaben

ya(t) = —ya(t)
y»2(0) = 0

In beiden Fillen ist die Lésung y*(t) = 0. Die Losungen y(t;0, yp) mit einer
Anfangsbedingung yo # 0 sind aber gegeben durch

n(t) =ye" — +oo  bzw.  y(t)=ywe =0  fir t— oo
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Stabilitat von Losungen.

Definition:

a)

Die Losung y*(t) heiBt stabil auf einem Intervall / C R, falls es zu t € /
und ¢ > 0 stets ein § > 0 gibt, sodass fiir alle yg mm ||y0 —y*(to)|| < 6 Eilt

— J

lly(t; to,yo) —y* (1) < e fiir aIIetE /

Kann man § unabhingig von t, wahlen, so nennt man y*(t) gleichmiBig
stabil auf /.

Ist die Losung y*(t) auf einem Intervall [a, 00) erklart, so heiBt y*(t) dort
asymptotisch stabil, falls y*(t) dort stabil ist, und es zu ty > a stets ein
d(to) > 0 gibt, sodass fiir alle yo mit |lyo — y*(to)|| < J gilt

JSim {ly(t; to, yo) — y"(to)| = 0

Die Lésung y*(t) heiBt strikt stabil, falls y*(t) gleichmiaBig und
asymptotisch stabil ist.
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Stabilitatsuntersuchung der Nulllésung reicht aus.

Bemerkung: Sei y*(t) eine Lésung der Differentialgleichung
y'(t) = f(t,y(t))

Setzen wir
z(t) == y(t) — y*(t)

¥ -
so erfiillt z(t) die Differentialgleichung \/w@} { (f} D} =0
Ay —
/-.-_—‘_-LH_._.T_‘\ * *
2'(t) = f(t,2(t) +y" (1)) — f(£,y"(2)) = (¢, (1))
Gleichzeitig sieht man sofort, dass z*(t) = 0 eine Losung von

Z'(t) = (¢, 2(t))

ist.
Statt der Stabilitdt von y*(t) kdnnen wir also — dquivalent dazu — die Stabilitat
der Nullldsung von 2'(t) = f*(t,z(t)) untersuchen.
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Stabilitatssatz | bei linearen Differentialgleichungen.

Fiir ein lineares Differentialgleichungssystem ;’gg Z},;gzi :‘x’

y(t)=A(t)y(t) mita<t<oo D <=Y (]

T)= ) (%
[ A
und stetiger Matrix A(t) € R"*" sei Y(t) ein beliebiges Fundya{n{en:gljsystgm].?p

Satz: (Stabilitatssatz I)

1) Die Nulllssung y*(t) = 0 ist genau dann stabil auf dem Intervall [a, 00), falls
das Fundamentalsystem Y(t) auf / beschrankt ist.

2) Die Nulllésung y*(t) = 0 ist genau dann gleichmé&Big stabil auf /, falls es
eine Konstante M > 0 gibt, sodass fiir alle t > ty > a gilt

1Y (£)Y (o)} < M

3) Die Nulllésung y*(t) = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, falls gilt:

Jim ¥ (2)] =0

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 126 / 200



yl- 1818 |
Uyl =ttt =101 Hiplf 2 [ty 1 ]l = <

Jhlmi M ¢ =1rwls
151
pedestlt (18] 174 M s

ﬂfjﬂv’.}‘ s{,b ”7&”['_3 o =) ﬂy(f‘}/ fs



Ein weiteres Stabilitatskriterium.

Satz: Sei \(t) der groBte Eigenwert der Matrix A(t) + A(t)". Ist die Beziehung
/ A(t)dt = —oc0
to

erfiillt, so folgt fiir jede Lésung y(t) der Differentialgleichung y' = A(t)y

t|_|>r20y(t):0,
d-h.y*(t) =0 ist@éﬂﬁw /
. r’ 4
Beweis: Wir berechnen 4 e W
P T B O T I T
—|yl? = - = (A Ay)=y (AT +A)y <
[dﬂ'ﬂ S (7Y) = (Ay)Ty +yT(Ay) =y (AT + A)y < /1%

< MDY =A@ - llyl?
Daraus folgt durch Integration (Mf_q‘ﬁ“w“,)

t
w2 < YO|2'eXP< / A(T)ch)
to
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Stabilitatssatz Il bei linearen Differentialgleichungen.

Satz: (Stabilitatssatz I1) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem y’ = Ay
mit der konstanten Matrix A € R"*". Die Nulllésung y* = 0 ist genau dann

1) strikt stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt: Re();) < 0.

2) gleichmiBig stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt:
Re ()\J) <0 und Re ()\J) =0= g()\j) = a()\j)
3) In allen anderen Fillen ist die Nulllésung y*(t) = 0 instabil.

Beispiel: Die Nullldsung des Systems mit Koeffizientenmatrix

4 8 4
A= -1 -2 1
—2 -4 -6

ist instabil, denn die Eigenwerte sind A\; = —4 und A, = 0 (doppelter Eigenwert),
aber g(A2) =1 < a(Ah) =2.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 128 / 200



" At

P." & ‘
#ﬁ, QOH) :f;; G)) R'.I. "/Lf / l' G’\f—
%51’,;. U&ﬁ{bi.f'

E’L&‘_ co /\ t _-Fig o
Gl =0 e_”” I s o
. V— o
IS
IS\QG/ C,f )‘ T"?.g )ta?

3 }'i' E(..L‘ AV e}’-f f -

—_— o2



fJ )’{ Brnes A, =0 elh) cpy =2 stobit

}G&J:“Cfl’)'} c2

AN TR

.4
(;‘)6‘} G fhe 4G < : 3&
i ! o1 ” L~ Q R‘Q?
TRy e B
APV __)_(sb(@‘/ a(i)e” tec (J e )
“%“' o — ,! = Y L
= ! T 5 (s (T



Ein Beispiel zum Stabilitatssatz II.

@ Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

yi -1 1 " 5
Y )=Ay+b= +
Y2 -1 -1 ¥2 1
Sude  Kostite Cr;',
@ Der eindeutige Gleichgewichtspunkt ergibt sich als Lésung des linearen

Gleichungssystems
1 -1 yiy_ (5
1 1 y> ) U1

und ist gegeben durch y* = (3, -2)7.
© Die Transformation z := y — y* liefert das homogene System

7z = Az.
@ Die Eigenwerte von A lauten A1, = —1 £/ und damit ist y* strikt stabil.
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Das Kriterium von Routh und Hurwitz.

Satz: (Kriterium von Routh und Hurwitz) Gegeben sei das reelle Polynom
n
p(z) = Z arz" mit a, > 0.
k=0

Dann sind &dquivalent:

1) Alle Nullstellen von p(z) haben negativen Realteil.

2) Esgilt ax > 0 fiir alle k =0,1,...,n, und alle Hauptunterdeterminanten der
(n, n)~Matrix
0
0
0
an

sind positiv. Dabei setzen wir a, = 0 fiir alle kK > n.
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Ein Beispiel zum Kriterium von Routh und Hurwitz.

Gegeben sei das Polynom mit strikt positiven Koeffizienten
p(z) =22° + 42> + 52+ 6

Wir stellen zunachst die Matrix H

L =

Die Hauptunterdeterminaten sind detH; = |5/ =5 sowie

5 6 5 6 0
detH2:’ 5 4 ‘:8 und detH; =2 4 5 |=16
0 0 2

Also besitzen alle Nullstellen von p(z) einen negativen Realteil.
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Qualitatives Verhalten fiir ebene konstante Systeme.

Wir betrachten das homogene ebene System mit konstanten Koeffizienten
y =Ay  mit y(t) € R? und A € R**?,

Weiterhin seien Ay und X, die Eigenwerte von A mit den zugehdrigen
Eigenvektoren bzw. Eigen— und Hauptvektoren vy und vs.

Mit S = (v1,v2) und

MO
( 01 N ) falls Ay # \p oder A\; = 2, g(A2) =2

J=S"!'AS =
ALY s A = A und g(M) = 1
0 M 1= A2 gA2) =
erhalten wir fiir w(t) := S~'y(t) die Differentialgleichung w’(t) = Jw(t).
In der (w1, wy)—Phasenebene ergibt sich dann qualitativ das folgende

Stabilitatsverhalten: Fortsetzung auf Folie.
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Stabilitat bei nichtlinearen Differentialgleichungen.

Wir betrachten das nichtlineare_agtgngm_g System

y'(1) = f(y(1) :mlfﬁz/ t 0/
A

-0
wobei f(0) = 0 gelte, d.h. y* = 0 ist ein Gleichgewichtspunkt des Systems.

Stabilitdtsuntersuchung mittels Linearisierung der rechten Seite
y(t) = Ay()+8(y(1)

A = Jf(0)

gy) = o(lyl) mitg(0)=0

Folgt aus Taylor—Entwicklung der rechten Seite um den Entwicklungspunkt
y' =0
f(y) =f(0) + Jf(0)y + g(y)
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Stabilitatssatz Il fiir nichtlineare Gleichungen.

Satz: (Stabilitatssatz Ill) Mit den obigen Voraussetzungen gilt.
1) Gilt fiir alle Eigenwerte \; von A = Jf(0)

Re()\j) <0,

so ist y* = 0 ein strikt stabiler Gleichgewichtspunkt von y" = f(y),
d.h. die Stabilitdt des linearisierten Systems iibertragt sich auf das
nichtlineare System.

2) Existiert ein Eigenwert A; von A mit
Re()\j) > 0,

so ist der Gleichgewichtspunkt y* = 0 instabil, d.h. die Instabilitit des
linearisierten Problems iibertragt sich ebenfalls aus das nichtlineare
Problem.

% ) =0 U Auwssepc

o
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Wichtige Bemerkung zur Linearisierung.

Bemerkung: Die Stabilitdtsuntersuchung eines nichtlinearen Systems mittels
Linearisierung funktioniert nicht, falls

@ fiir alle Eigenwerte A von A
Re(A) <0,

gilt
@ und mindestens ein Eigenwert A mit
Re(A\) =0

existiert.

Insbesondere spielt es bei Eigenwerten A mit Re(A) = 0 keine Rolle, wie es sich
mit der algebraischen und geometrischen Vielfachheit verhilt.

Und: Gerade mechanische Systeme, die ungedampfte Schwingungen beschreiben,
besitzen rein imaginire Eigenwerte.
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