Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.4 Die Laplace—Transformation

Sei F: R — C eine reell- oder komplexwertige Funktion auf R. Die
Laplace—Transformierten von F ist gegeben durch die
Integraltransformation

f(s) = /OOO e St F(t)dt = bm gc:‘ et (3)

W —De=
wobei s € C eine komplexe Zahl ist.

Frage: Fiir welche Funktionen F(t) existiert das uneigentliche Integral?
Schreiben wir die komplexe Zahl s als

s=0+iw
so folgt

f(s) = /000 e_”t<cos(wt) + isin(wt)) F(t)dt
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Antwort: Wachstumsverhalten von F(t) ist entscheidend.

hiauohede e

Satz: Ist F auf [0, 00) lokal integrierbar und erfiillt F mit gewissen Konstanten M
und o eine Ungleichung der Form

|F(t)] < Me* fiir alle t > 0,
so existiert die Laplace—Transformierte fiir alle s € C mit
Re(s) > oy
Beweisidee: Setzen wir s = 0 + iw, so gilt
e F(t)| = e 7 |F(t)] < Me™ (7o)
Aus Re(s) > oy folgt also Li{gfﬁﬁ})(ﬂ_ < h _‘i o & 1‘4}
o

(o0 —0o0)t >0 fir allet >0

und damit die Konvergenz des uneigentlichen Integrals. & = Ee@) >¢,
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Notationen und Bezeichnungen.

Sei F(t) eine reell- oder komplexwertige Funktion, fiir die die
Laplace—Transformierte f(s) existiert.

@ Wir schreiben auch f = L[F]
@ Das Doetsch—-Symbol lautet o—e:

Fo—ef oder fe—oF
© Eine Beziehung
f=L[F] bzw. Fo—ef

nennt man eine Korrespondenz, die Zuordnung F — f heiBt
Laplace-Transformation.

@ Die Laplace—Transformation ist linear, d.h. O eonitih wls

LlaF + BG] = aL]F] + BLl6] Tt
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Beispiel zur Laplace-Transformation.

Wir betrachten die Heaviside—Funktion

0 : t<0
H(t)::{l t>0

Die Laplace—Transformierte lautet

fir Re(s) > 0.

Dies ergibt die Korrespondenz
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Beispiel zur Laplace-Transformation.

— -I'L! S;ﬂ._#i‘{' :_bi.
Die Laplace-Transformierte von S s
) (A -

F(t)=1t" mtn=1,2,... 7% e

ist gegeben durch L

o0
f(s) :/ e " t"dt =-
0
Das Integral existiert fiir Re(s) > 0 und mittels partieller Integration findet

man
/ e St thdt = / e St 1dt
0 S Jo

Eine wiederholte Anwendung der partiellen Integration ergibt die
Korrespondenz

n!

9
il ﬂjrnzvl,2,...

t"o—e
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Beispiel zur Laplace-Transformation.

Gegeben sei die komplexe Funktion
F(t) = e™ mit a = a + if.

Fiir die Laplace—Transformierte ergibt sich

f(s) = / e‘“eatdt—/ e (At
0 0

_ 1 e—(s—a)t

s—a

fir|Re(s) > Re(a) = a.

Damit erhalten wir die Korrespondenz

1
0 s—a

1

S—a

eat
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Beispiel zur Laplace-Transformation.

Wir betrachten die Funktion

F(t) = sin(wot) mit wp € R.

Es gilt
. 1, :
sm(wot) = Z (elwot _ e—:wot)
Wegen
edt 1
s—a
erhalten wir die Korrespondenz
. wo
sin(wot) o—e& ——
(o) s2 +w?

denn

1 . 1/ 1 1 4 friu-Axiv,
— (e ot __ e lwot - _ == —_—
i ( Jo—eailso i st iw,) U st
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Beispiel zur Laplace-Transformation.

Wir betrachten die Funktion

F(t) = cos(wot) mit wp € R

Es gilt
1 . .
COS(wot) _ = (elwot 1 e lwot>
2
Wegen
1
eat
s—a
erhalten wir die Korrespondenz
(wot) :
cos(wgl) o—e ——
s2 4+ w3
denn
1, . s 1 1 1
- (e/wot e IoJot) o - : i
2 2\s—iw s+ iw
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Korrespondenztabelle.

R(s]>é.
F(t) f(s) oo | Bemerkung
1
1 - 0
s
n!
t" m 0 n = 1, 2, e
at 1
e Re(a) | a komplex
s—a
. wo
sin(wot) | 59— 0 reell
in(wot) s2 4+ w3 o
s
COS(WOt) m 0 wo reell
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Grundregeln der Laplace—Transformation.

© Additionssatz: Fiir beliebige komplexe Konstanten a und b gilt

aF(t) + bG(t) o—e af(s) + bg(s)

@ Ahnlichkeitssatz: Fiir jede reelle Konstante @ > 0 gilt

2

£y
1 _$
Flat)o—s L (2) 24 (o
o o %
<
Beispiel: Aus
¢ 1
o—e
s—1
folgt
ot 1 1 1
a2 _1 s—a
«
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Grundregeln der Laplace—Transformation.

© Differentiationssatz: F sei fiir t > 0 d|fferen2|erbar und es exgt;gre die
Laplace-Transformierte von F’. Dann gilt /( Syt = &° Fb‘]‘/ 1—5§4T Tt =
\-/‘\o-\..‘____,

F'(t )o—oosf() F(0) ~FGEl ts5 fG)

Besitzt F im Ursprung eine Unstetigkeitsstelle, so ist F(0) der rechtsseitige
Grenzwert

FO)= I PO ¢ o =g [[F)- Fief
Allgemein gilt fiir héhere Ableitungen (n > 2) die Formel =S(S{‘?f'ﬁ"")’f— 4

= 53 {G)-sFy-Fls,
F(")(t) o—e s"f(s) — s""1F(0) — s"2F'(0) — - - - — F("=1)(0)

o 1 st
@ Multiplikationssatz: Es gilt g Tt It = —‘{g i (el :‘t{g}
—tF(t)o—e f'(s) bzw. tF(t)o—e —f'(s)
und allgemein

(—t)"F(t) o—e F(M(s) bzw. t"F(t) o—e (—1)"f("(s)
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Grundregeln der LapIace—Transformation.

1 <y ,-H-
jF&-JrJ&* = "" Hr} + gsg Fipol -
© Integrationssatz: Es gilt o Vs > T\ —

: fts
/0 F(r)dT o—e @

S

@ Divisionssatz: Die Funktion besitze den Wachstumskoeffizienten og,
und es existiere die Laplace—Transformierte von

-~
f‘s - 'UT olu
Dann gilt fiir Re(s) > a9 (¢ )f{ﬁb} = § ge Fa)dt
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Grundregeln der Laplace—Transformation.

~s’f _51 <61-T.) 4
@ Verschiebungssatz: Fiir alle To > 0 gilt 2 FH T} i FT

4y
F(t — To) o—e e *T0f(s)

© Diampfungssatz: Fiir ein beliebiges komplexes a gilt:,

e,
e?'F(t) o—e f(s — a) SG ¢ fitsr = {Ge)

Beispiel: Aus ¢

. wo
sinfwgt) o— ———
(wot) s2 +w?

folgt
wo

e sin(wgt) o—e —————
(wot) (s—a)2+uw
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Laplace—Transformation und Differentialgleichungen.

Nach dem Differentiationssatz gilt
F'(t) o—e sf(s) — F(0)

Idee: Gegeben sei die Anfangswertaufgabe ,gkf-v\ ; oo, !{“ﬂ‘

;/"___ _'"-\\I ﬁ
7 e \7_ o

Fiir die Laplace—Transformierte y(s) von Y(t).ergibt sich dann
/

P
5y(s) 1= y(s) / =
‘f@) -
und aus der Korrespondenztabelle erhalten wir
Y(t)=¢€'

Resultat: Lineare Differentialgleichungen ergeben algebraische Gleichungen fiir die
Laplace-Transformierte.
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Beispiel.

Wir suchen die Lésung des Anfangswertproblems (a > 0) ,g-._u\ , len S llf%*

Y”(t) + a?Y(t) = sin(at

mit Y (0) = /(0 - J/

Nach der Korrespwtabelle erhalten wir

S)’(j S/W/W’cdyé _P()—’—ay 52+a2

und es gilt

Man konnte nun mit einer Partlalbruchzerlegung weitermachen.

Wir verwenden hier die Beziehung

« 1 d «

y(s) = (2 4+ a?)? T 2sds 2+ 2
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Fortsetzung des Beispiels.

Mit o
und dem Multiplikationssatz
2as d @
Fsimkt) = tF(t —f(s)= s =2 =—— =
) (t) o—e (s) (s + a?)? sy(s) ds s? + a?
folgt
d o .
R e tsin(at)

Anwendung des Integrationssatzes liefert dann die Beziehung

t
ad o 1 4 _ i( _ - )
i ds TR o—oz/o Tsin(at)dT =i at cos(at) + sin(at)

Die Lésung lautet demnach

Y(t) :zfi ( — atcos(at) + sin(at))
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Ein zweites Beispiel.

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe Linem. W, K%
Y'+Y' +4Z = sin(wt)

Y+Z 12 = 0 _____""""'----~\

—7 T\
mit den Anfangsbedingungen/Y(0) = —%, Y’(0) = 0 und Z(0) =0 J

Anwendung der Laplace=Transformation ergibt o -

/”2___"'“-” — N ee— w“‘

S2y(s) = sY(0) = Y'(0) + 5y(5) - Y(0) +42(s) = s

/’ — T
sy(s) — Y(0) +sz(s) — Z(0) +z(s) = O
Mit den Anfangsbedingungen erhalten wir
w s+1
s2 + w? 3

v+ = -5\
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Fortsetzung des Beispiels.

Die Funktionen (y(s), z(s)) erfiillen ein lineares Gleichungssystem mit der\Matrix

A=A(s) = < 5(5:1) sil ) /4(5‘(:(:}: ( )

und die Losung lautet

3w(s +1) — [(s +1)2 — 4](s2 + w?)

y(s) =
3(s?+w?)s[(s+1)2—4
(2 w)sl(s + 17— 4] P
" B ) Tt sk ) S S
2) = FErAerr-qg L ¢ yo+ X
4!‘51.‘:“1’; f\?UJC,/E
Die nichsten Schritte:
@ Partialbruchzerlegung
@ Riicktransformation aus der Korrespondenztabelle
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Komplettierung des Beispiels.

Nach langeren Umformungen ergibt sich

w?—3 w?+5 .
1{/% R O [ () cos(wt) — T2 D) sin(wt)

w ¢ w 3w+l
"D w2 r9)” 3w
2
2‘&2 AL = 2—wcos(wt“)—i— w3 sin(wt)

(w? +9)(w? +1) (w? +9)(w?+1)

— w et + w ef3t
4(w? +1) 4(w? +9)

Fazit: komplizierte Rechnungen, aber einfaches Lésungskonzept!

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure

122 / 200



%{f
=/
=9

Tﬂ-r
v TI
.f
-rE"'j: |
= Sk
= wt
'
u t
(J/{;;’jjge
s “:S.
:<; Aom}
M 5 |
-0 A :Il Il/
- A =1 i/*(
o
: g'f }5:—5 Sh:J_
n
3
e-h‘



™

SRS



