Die inhomogene Differentialgleichung héherer Ordnung.

Ist das Funktionensystem (y1, ..., y,) ein Fundamentalsystem, so ist die Matrix
0 0
O

ypﬁ): Y7 Y(t) = : :
| R G

eine Fundamentalmatrix des zugehérigen Systems erster Ordnung. Die Methode
der Variation der Konstanten ergibt dann das lineare Differentialgleichungssystem:

b (0) (0) / 0

n e Yn o
4] o8- h6)

yWrA oy Cho1 0
yl(nfl) y,snfl) o h(t)
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Die Methode der Greenschen Funktion
(Grundldsungsverfahren).

Gegeben sei die inhomogene Gleichung mit konstanten Koeffizienten

Lly) ==y (£) + a0y (8) + -+ + a0y (t) = h(t)
Satz: Sei w(t) die Lésung der Anfangswertaufgabe
_ (k) _ 0 : k=0,...,n—-2
g =0, wi()={ ] © K70

Dann ist eine spezielle Lésung y,(t) der inhomogenen Gleichung gegeben
durch

t / 1L
(o) = [ Gerntrar = Cult-r+7.) b1 e
to ta
G(t,7) = w(t—T7+to) (Greensche Funktion)
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L) = k) + j

a-;o

o

Qi
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Lineare Gleichungen n—ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten.

Gegeben sei die homogene Gleichung

LIy] = any"(2) + anay" V(1) + -+ + a0y (t) = b(7) ©

mit a; € R, i =0,...,n—1und a, = 1. Zur Berechnung eines
Fundamentalsystems machen wir den Ansatz
y(t) = e

Daraus folgt

n
_ k| At
Lly] = (Zak/\ )e =0
k=0 to
Unser Ansatz liefert eine Losung, falls A eine Nullstelle der so genannten
charakteristischen Gleichung ist:

n
p(A) == aX =0
k=0
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Die charakteristische Gleichung und Fundamentalsysteme.

Satz:

1) Ist A eine ry—fache reelle Nullstelle von p()), so existieren die folgenden
Losungen der homogenen Gleichung

ya(t) = et
}/k2(t) = t. e)\kf
yk,rk(t) — trkfl . e)\kt

2) Ist Ak eine ry—fache komplexe Nullstelle, A ¢ R, so sind die reellen
Losungen mit Ay = ak + Bk gegeben durch

yii(t) = 7 e cos(Bit)  yy(t) = P e sin(Bt)
und j=1,..., rx.
3) Die Loésungen aus 1) und 2) bilden ein Fundamentalsystem von L[y] = 0.
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Beispiele.

@ Gegeben sei die homogene Gleichung vierter Ordnung
Y@ 42y 4y =0
Die zugehorige charakteristische Gleichung lautet dann:
M42X2+1=0 QZMJL“’

und besitzt die Nullstellen A; o, =i, A34 = —i. »1 N ’/| o
Ein Fundamentalsystem ist daher F3 (‘fv—«;#-c} e fe f e +'*

yi(t) = cost y3(t) = t-cost
yo(t) = sint ya(t) = t-sint

@ Die homogene Gleichung y” — 2y’ + y = 0 besitzt die charakteristische
Gleichung A% — 2\ + 1 = 0 mit der doppelten Nullstelle A = 1.

Die allgemeine Losung ist daher

yu(t) = cre’ + cotet
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Ein Beispiel fiir eine inhomogene Gleichung.

Wir betrachten die inhomogene Gleichung

et 1 1
V' =ty =5 7».[“'" ce tete
Bei der Variation der Konstanten verwenden wir den Ansatz g‘ —f;
_ t t +H = £
yp(t) = ai(t)e’ + co(t)te TU & v &
Gelost werden muss dann das DGL-System
r L, _ _a
[ clet +chtet = 0 G GT=7"%
Y@'} C,\:H'} :L(““ _.__fl: 1= 2-= 1 +
Ctﬂ. /It / t ef I '4 C ==- ﬂ
El_i+c2(1+_t-k— = 2 274t 1 AT
Man berechnet direkt
1
a(t) = —In|t| @=-3

und eine spezielle Losung ist daher
yp(t) = —(In [t] + 1)et
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Noch einmal das Beispiel.

Wir betrachten wieder die inhomogene Gleichung

t

e
V=2 ty =3

%ffi =c, e,+ “f‘fc+¢+
)!H@}—:c,le,+4,£ =0
W)= e + ¢ 2e=1]

und verwenden die Methode der Greenschen Funktion: e =1

Die Lésung von C==%rg

w'=2w'+w=0, w(l)=0, w/(l)=1 !

ist gegeben durch w(t) = (t — 1)e!~1. Also gilt fiir die Greensche Funktion
G(t,T)=w(t—7+1)=(t—T1)e" "

Daraus folgt W)

vo(t) = /l(t_T)eHj;dT :ISA&_-ng de =
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Spezieller Ansatz bei spezieller Inhomogenitat.

Bei Inhomogenitaten der Form

m

h(t) = ey " gt

Jj=0

kann man spezielle Ansdtze zur Bestimmung von y,(t) verwenden:

@ Ist 4 keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung p(\), so ist eine
spezielle Losung mit den freien Parametern ;

m

yp(t) = ety t!

Jj=0

o Ist i eine@-fache Nullstelle von p()), so ist eine spezielle Losung
m
yp(t) = e‘”@Z vt
j=0

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 100 / 200



L5)=h
Lmvrﬁ._ : n'} uL\A. S,J‘l,.._,
I;J ek fms FQ&J Ny LAF)
i) Sr-ﬁ;f%j’“’t oot )
[N o) sl M),
i) Guensfy (e 4]
(1) Ashe, (Hmcb fofr N Ll(ﬁ ’Lﬂf’él} /



Ein Beispiel mit spezieller Inhomogenitat.

Wir betrachten die Gleichung ~ \~1=0 3,=%/
y// —y= tet /u:—/( ;UI E—J,[af{ /Uj

Die charakteristische Gleichung ist p(A) = A> —1 =0 und p = 1 ist eine
einfache Nullstelle.

Ansatz:
yp(t) = e (ot +mt?) = @(aﬁ ﬂW

Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt

(2070 + 71) + (Yo + 4m)t + nt?)e’ — (yot + nt?)e’ = te

Umsortieren liefert
t

t_
(2(@) + 4y t)et = te

Daraus folgt 0 = —y1 = —1/4 und
t

4(t“— 1)et

YP(“—)
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Das Superpositionsprinzip und komplexe
Differentialgleichungen.

Superpositions%rj:zip Gegeben sei eine inhomogene DGL der Form

Sind y1(t) und yo(t) spezielle Lésungen von Ly] = hi(t) und L[y] = hao(t), so ist
yp(t) = y1(t) + y»(t) eine spezielle Lésung von (2).

Komplexe Differentialgleichungen
Ist h(t) der Real- oder Imaginarteil einer komplexwertigen Funktion w(t),

h(t) = Re(w(t))] bzw. h(t) =Im(w(t)) o
und ist z(t) eine komplexe Ldsung vonk L[z] = w,!so ist &L(}Jz L[&“‘] = v :£
y(t) =Re(2()) baw. y(t) = Im (2(1))
eine reelle Lésung der Differentialgleichung L[y] = h(t).
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Beispiel zum Superpositionsprinzip und komplexer
Differentialgleichung.

Ein spezielle Losung der inhomogenen Gleichung

/—-—-——_____._.—aL-Z

"4 2y =e "’ t +si 2t)

y 42y +5y L,ES£+S'“()
!

1 1
yp(t)=e"* (3 cost — 4tcos(2t))

ist gegeben durch

@ Beim Superpositionsprinzip betrachtet man die beiden Gleichungen
-+
>1T2L1—g:.0 y"+2y'+5y = e fcost :&E’d*[ﬂ lHj
GCaeli [+
y'+2y' +5y = e 'sin(2t) = &~ (ﬁ /
@ Beide Gleichungen 16st man durch Ubergang auf komplexe Zahlen:
2 427 452 =Tt by, e(F1H20t
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