Kapitel 1. Gewohnliche Differentialgleichungen

1.3 Elementare Lésungsmethoden fiir Differentialgleichungen

zweiter Ordnung egldu,mu 7‘%} = T[ (1", 7(11/,7%@ Sheakan 1!
Typ A: Gegeben sei eine Gleichung zweiter Ordnung der Form
y'(t) = f(t,y'(t))

Beachte: die rechte Seite der DGL héangt nicht von y(t) ab.

Setzen wir z(t) := y'(t), so erhalten wir eine Gleichung erster Ordnung;:

- Z(t) = f(t, 2(1))

LaBt sich diese Gleichung 16sen, so folgt

WO =) + [ =r)ar

to
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Ein Beispiel zu Typ A.

Die sogenannte Kettenlinie ist die Lésung der Gleichung 2usefel o

/ sud e maimen
y'(6) = kv/T+ V(0P =f(y)

Die Subtitution z(t) := y’(t) ergibt die Gleichung erster Ordnung

"(t) = ky/1+22(t) = f@-ﬁ”?} nﬂﬁ_)

Mittels Trennung der Variablen findet man

Sinh / ansiah & / : +z2 /dt =kt 4,
und daher / -
76—} = z(t) = sinh(kt + 1) }( ?‘%

mit der Integrationskonstanten c;.

Integration von z(t) ergibt die Kettenlinie y(t) in der Form

1
y(t) = p cosh(kt + c1) +
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1.3 Elementare Losungsmethoden fiir
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Typ B: Gegeben sei eine autonome Gleichung zweiter Ordnung
autonome,

y"'(t) = fy(1),¥'(1))

Nimmt man an, dass die Losung auf einem Intervall streng monoton ist, so '
existiert die Umkehrabbildung t = t(y) und

dt 1

dy  y(t(y))
Die Substitution v(y) := y’(t(y)) ergibt die Differentialgleichung erster Ordnung

ﬂ o y”(t(}/)) . % = if(y, V(}/))

Ist die Losung v(y) bekannt, so erhilt man y(t) durch Auflsen von

d 1 t_t_/yﬂ
dy  v(y) = ), vy)
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1.3 Elementare Losungsmethoden fiir
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Typ C: Betrachte den Spezialfall einer autonomen Gleichung der Form
y'(t) = f(y(t))

Man berechnet

2!
@_‘ J =Yy =fly)y =

= ¥y =+V2F(y)+ )

') = / fy)dy = F(y) + C

N~

Die Funktion y(t) sei auf einem gewissen Bereich invertierbar
dt 1

dy  ~ 2(F(y) + Q)

Dann erhdlt man y(t) durch Auflsen von

) — dy
=t == [

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 42 / 200



Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

Wir betrachten in diesem Abschnitt stets das Anfangswertproblem
{ y(t) = f(t,y(t)
y(to) Yo

mit der rechten Seite f : D — JI@) definiert auf der offenen Menge D C R X R@
und dem Anfangswert yo € D.

Die Fragen, die wir beantworten wollen, sind
@ Existiert eine Losung y(t) in einer Umgebung |t — ty| < & der Anfangszeit?
@ Ist die Losung, falls sie existiert, eindeutig bestimmt?
© Wie weit l3sst sich die Losung in der Zeit fortsetzen?

@ Wie verdndert sich die Ldsung bei einer Stérung der Anfangsdaten (tp,yo)
oder der rechten Seite f(t,y)?

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 43 / 200



R ) @
Y= ) fw,? A e

EL.SJ U‘f.fl’lﬂ. = @ +‘ ﬁ‘}

7(_1‘5&_, :——#/:// _L_(

__—_____‘_—l—u—__ P

"=l
/ R

?;m; ! y 7(0;" :4_, nehe ;’4 tat ﬂ—:]_] ‘—'{f ll

%:J‘f’ 2@ #W):+’+°




Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

2.1 Existenz und Eindeutigkeit fiir Anfangswertaufgaben

Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem

Ar 7
_AGF
(i o *%(t+05)2 r —oo <t < —a ,T
(4 . !
Lj'ffJ‘- ? y(t) = 0 Do —a<t<Lp % Py +
':L/—; (+12) H(t+B)? : B<t<ob

Man beachte die folgenden Eigenschaften der rechten Seite.
@ Die rechte Seite ist stetig und beschrankt auf D =R x [—a, a], a > 0,
@ Die rechte Seite ist auf D nicht Lipschitz—stetig,

© Die rechte Seite ist bei y = 0 nicht differenzierbar.
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Der Existenzsatz von Peano.

Satz: (Existenzsatz von Peano (1890)) Die rechte Seite f(t,y) sei auf
einem Gebiet D C R"*! stetig und es gelte (to,yo) € D. fid
s

Dann existiert ein € > 0, so dass das Anfangswertproble

im Intervall [t — to| <-Eé.feine Losung besitzt. wekt nefwesdysd

Wersy blna’&,‘*‘b& .
Konstruktiver Beweis mittels des Eulerschen—Polygonzug—Verfahrens:
Rekursive Berechnung einer (diskreten) N&herungslésung

tiy1 =t + hj, yir1 =Y+ hif(ti,y;)

mit den Startwerten (tp,yo) und den Schrittweiten h;.
N&herungslosungen konvergieren gegen eine Losung fiir h; — 0.
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