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Il. Berechnung einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung.

. 4 | \
|£<f1:;,v, C ober 1A muhs Sors )

Dazu verwendet man die Methode der Variation der Konstanten

frsdi ol :- exp <— /t : a(T)dT>

oy Pt

Einsetzen in dle inhomogene Glelchung ergibt
—

/_..---"'
C/(t)-exp< dT _%Jr% ) = h(t

Durch Integratlon der Differentialgleichung fiir C(t) erhalten wir

- / h(r) - exp (+ / a(f)d§> dr

t L
Vel = §4 7 exp [Seasms] 4 exp - iw'J
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Spezialfalle zur Berechnung einer speziellen Losung.

jﬂ»ﬁln:e,‘(‘ﬂ ' &zfams}:...,l‘
h sipu:e,l{

y'(t)+a-y(t)=h(t) mitacR

Fiir lineare Gleichungen der Form

und speziellen Inhomogenitaten h(t) macht man folgende Ansatze:

H Inhomogenitat h(t) H Ansatz fiir y,(t) H

m m
Z by tk E Ck tk
k=0 k=0

by cos(wt) 4 bo sin(wt) csin(wt — )

bert ce*t fiir A # —a

cteM fir\= —a
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Ein Beispiel fiir einen solchen Spezialfall.

Wir betrachten die Differentialgleichung a=/1  ,w=1

y'(t) +y(t) =sint

Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet

yh(t) = C - exp <— /tf d7'> :@

Bei der Variation der Konstanten ist der Ansatz

yp(t) = C(t) - exp(to — 1)

——

Ein Einsetzen des Ansatzes ergibt schlieBlich

t Ewumﬂf f'ﬂ}"w
/ sin(7) - exp (7 — to) d7 :z'

+ tr T _t. fim Hwﬁz‘"‘
= jm{jf_c.. e € dT
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Fortsetzung des Beispiels.

Nach der Tabelle auf Seite 24 suchen wir eine spezielle Lésung der Form
w =1

' )
vo(t) = Csin(t—7) = 4 5.(#-7 )
Ein Einsetzen von y,(t) in dief Differentialgleichung ergibt
v, ¢l + Ve

Ccos(t —v)+ Csin(t —v) =sint
Mit Hilfe der Additionstheoreme folgt
C(cos t cosy +sin tsinvy) + C(sin t cosy — cos tsiny) = sin t
Wir erhalten also
C cos t (cosy — siny) +Csin t (siny + cos~y) =sint
=0 o VC gullsug [T
§ & 2

Daraus folgt
y=m/4 und C=1/V2

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 26 / 200



Typ D: Bernoullische Differentialgleichungen.

Bernoullische Differentialgleichungen sind von der Form
B o) 4 alty () - BE(B) =0 mita£0.1

ml’.'amoir)-" Ny howg—
Sie lassen sich mit der Substitution st Hnson

stets auf lineare DifFergntiaIgIeij:hungen zurlickfthren:
-a)y™ Yt Ur IR T b -ty F

o ¢ (t) + (1 - a)a(t)u(t) = (a — 1)b(1)

Probleme ergeben sich bei der Riicksubstitution

1

y = yl-«a

Zum Beispiel kann y(t) (in endlicher Zeit) singuldr werden.
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Ein Beispiel fiir eine Bernoullische Differentialgleichung.

Wir betrachten die Differentialgleichung =7 y _7-1--{_ A_

V(1) = v(8) + (1) ) . 7

Die Substitution u(t) = 1/y(t) ergibt b=t

4) 2 a, 45,1
ru'(t)Jru(t):f Ansale: UH st st
of+4r:&+¢af-ﬂn+-"—+
Die allgemeine Loésung u(t) lautet dann 3 u,=-4, 8,2/
u(t) = C-et + 1t ‘et/=a-1

~—~—
allg. Lsg. homog. Glchg.  spez. Lsg. inhomog. Glchg.

Nach Riicksubstitution erhalten wir die allgemeine Lésung y(t) in der Form

1
y(t) = m mit der Konstanten C

Mit y(0) = 2 existiert die Lésung nur auf dem Intervall [-1.6783...,0.7680...].
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Typ E: Riccatische Differentialgleichungen.

Riccatische Differentialgleichungen sind von der Form

OREGVORY GIZORT 0N

Sie lassen sich nur in speziellen Fallen in geschlossener Form [3sen:

Ist eine spezielle Losung y,(t) bekannt, so liefert die Substitution

1

O = D0

beziehungsweise
1

t) = t —
y( ) yP( ) + U(t)
die lineare Gleichung ﬂ_m

u'(t) — [a(t) + 2b(t)y,p(t)]u(t) = b(t)
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Ein Beispiel fiir eine Riccatische Differentialgleichung.

Wir betrachten die Gleichung CG,J

y'(t) —.@Jr 3ty () — ty*(1),
die y,(t) = 1 als spezielle Losung besitzt.
Die Substitution{u(t) = 1/(y(t) — 1) bzw.{y(t) = 1 + 1/u(t)|liefert

U(t) = —udy = —u?(=2t+3ty(t) — ty*(t))
3t 2t t
= ( 2t+3t+—t——2>:—tu(t)+t
u u X
. . .. . . . . . S‘T’dr %-
Die allgemeine Lésung dieser linearen Gleichung ist uh(ﬂ: s = ce
2
u(t)=1+ C-exp (—)
ot 2
\._,...--v______/
und daher gilt Wtipfk 1u|..
y(t) =1+

14+ C-exp (—%)
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Typ F: Exakte Differentialgleichungen.

Gegeben sei die Differentialgleichung

1
ey (O) + her()y(© =0 ) Voo s

r (‘f‘p{‘“)
Definition: Existiert eine Funktion ®(t,y) mit W
0d(t,y) od(t,y)
=g(t d = h(t
5 —&(ty) un dy (t.y),
so nennt man die Differentialgleichung g + hy’ = 0 exakt.
= g’ +"'| 7 =

Dann folgt

do(t,y(t))  00(t,y(t)) , 0d(t,y(t)) ,
dt - ot + Oy y(t)=0

und die Lésungen der Gleichung sind gegeben durch
O(t,y(t)) =CeR
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Analysis Il Integrabilitatsbedingung bei Vektorfeldern.

Definieren wir ein Vektorfeld F(t,y) durch

F(t.y) = (g(t,y), h(t,y))",

so heiBt Differentialgleichung exakt, falls F ein Potential besitzt:

g(t,y) = e(t.y), h(t,y)=0,(t,y) ®eC

Dies geht nur mit einer zusatzlichen Eigenschaft des Potentials F, der
Integrabilitdtsbedingung

Satz: Sind die beiden Funktionen g(t,y) und h(t,y) stetig differenzierbar und ist
der Definitionsbereich einfach zusammenhangend, so besitzt das Vektorfeld F ein
Potential ® genau dann, wenn im Definitionsbereich die Bedingung

7‘377__ _ Og
a(tv)/) = @(EY)

erfiillt ist.
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Berechnung des Potentials einer exakten DGL.

Das Potential ®(t,y) einer exakten Differentialgleichung kann mit
Kurvenintegralen berechnet werden:

o(t,y) = / F(r.n)d(r.1)
<

t,y)

Dabei ist c(¢,,) eine C*~Kurve, die den festen Punkt (to, yo) mit dem
variablen Punkt (t,y) verbindet.

Beispiel: Im Zweidimensionalen (D = R?) kann man den Hakenweg
(t07y0) - (tayO) - (t7)/)

wahlen und erhalt fiir das Potential die Darstellung
-

o(t,y) = /tg(r, yo)dT + /}ég(t,n)dn

to Y0
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bty )= S?@J* ;; (¥ )

bed-wt) ¢ W2y
d+lhy) = 4t *f"r“'” = altz) ff;:(*’ oy =

- Y]+ 38 M}‘Jf*?}

*©



Ein Beispiel fiir eine exakte Differentialgleichung.

Gegeben sei die Differentialgleichung

1—|—2ty—|—y +(L£:’222y =0 ((t,y)eR?)

ESg”t /_\R /———L—————-\
8t( +2ty) = dy (1+2ty+y)—2(t+y)

und die Integrabilitdtsbedingung ist erfiillt, d.h. die Gleichung ist exakt.

Erster Schritt zur Berechnung des Potentials

{
o0
T —g=1+2t 2
5y —E&=lt2y+y

Eine Integration beziiglich t ergibt

o(t,y) = t(1+y%) + t°y HC(y)
Beachte: Integrationskonstante kann von y abh&ngen!
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Fortsetzung des Beispiels.

Nach dem ersten Schritt gilt
o(t,y) = t(L+y%) + £y + C(y)

Zweiter Schritt: Die Funktion C(y) kann aus der Integrabilitdtsbedingung
bestimmt werden.

Es muss gelten /

o |
= h=1t>+42t
dy ey

Einsetzen des Ergebnisses aus dem ersten Schritt liefert

2ty + 2+ C'(y) =t +2ty = \C(y)= const.

Die Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch die implizite Gleichung

/

‘PG‘?’W = (14 y3(1) + Py() = C
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Die Methode des integrierenden Faktors.

Gegeben sei die nicht exakte Differentialgleichung

g(t,y)+h(t,y)y'=0

Wir suchen nun eine Funktion m(t, y) so, dass die GleiChU"%L.% o S
-9  Heyy

m(t,y)g(t.y) +m(t,y)h(t,y)y' =0 ¢ _ 1

y — 5 =
eine exakte Differentialgleichung ist.
Bedingung: Die Integrabilitdtsbedingungen miissen erfiillt sein, d.h.

9 9
&(mf'_b) ~gy\m 8 =0

Daraus ergibt sich die Bedingung:
om om oh Og
h— —g— — =) =
< ot gay) *’"(81‘ ay) °
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Zwei einfache Sonderfille.

Die Bedingung
om om oh Og
hi — —_— —_——— =
( ot g8y>+m<8t ay) 0

wird in den beiden folgenden Spezialfillen deutlich einfacher.

@ 1. Fall: Wir nehmen an, dass m = m(t) nur von t abhingt. %}"1: ]
dm oh Og
- = — -— - = h ) t
i (G- oo
Bed.: hdangt nur von t ab
@ 2. Fall: Wir nehmen an, dass m = m(y) nur von y abhangt. %"—;— =2

5 [Gog)e] -

Bed.: hangt nur von y ab
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Beispiel mit integrierendem Faktor.

Gegeben sei die nicht exakte Gleichung -t = g, ¥ he=ylt
(1—ty}+(£)i_—’52_)y’:0
4 b

(é?h_(?g /h = y—t 1

Es gilt:

ot 0 ty — t2 By
Unser Ansatz lautet

dm 1

g:—?m(t) = m(t)==

Damit ist die Differentialgleichung —

("]!-_b) ( t) '=0 (1--7‘é())_4 =§7 L?L_ F
Ty y—ty =
E ‘Pr I 'f- 7 *H'J it Ty 47,

exakt und die (|mpI|Z|te) Losung ist gegeben durch 4, = —T+C‘$J =T =T,

1 5(7'1‘; = G; -i
O(t,y(t)) =In|t] — ty(t) + §y2(t) = const. _é,f)
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Kapitel 1. Gewohnliche Differentialgleichungen

1.3 Elementare Lésungsmethoden fiir Differentialgleichungen

zweiter Ordnung egldu,mu 7‘%} = T[ (1", 7(11/‘7"6’.9
Typ A: Gegeben sei eine Gleichung zweiter Ordnung der Form
y'(t) = f(t.y'(t))

Beachte: die rechte Seite der DGL héangt nicht von y(t) ab.

Setzen wir z(t) := y'(t), so erhalten wir eine Gleichung erster Ordnung;:

Z'(t) = f(t,2(1))

LaBt sich diese Gleichung 16sen, so folgt

WO =) + [ =r)ar

to
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Ein Beispiel zu Typ A.

Die sogenannte Kettenlinie ist die Lésung der Gleichung

y'(t) = kv/1+ (v (1)

Die Subtitution z(t) := y’(t) ergibt die Gleichung erster Ordnung

Z'(t) = k\/1+ 22(¢)

Mittels Trennung der Variablen findet man

/ﬂj_’ZT(t):k/dt

und daher
z(t) = sinh(kt + ¢1)

mit der Integrationskonstanten c;.

Integration von z(t) ergibt die Kettenlinie y(t) in der Form

1
y(t) = p cosh(kt + c1) +
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