


Beispiel 5: Der elektrische Schwingkreis (Fortsetzung).

Der Schwingkreis wird modelliert durch eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung:
d*Uc dUc
LC———+RC—+ Uc=U(t
a2 + a + Uc = U(t)
Typisch ist die Vorgabe einer Wechselspannung, also U(t) = Uy cos(wt).
Beobachtung: Anfangswertproblem mit Vorgabe von

dUc

Uc(to) =G und p (to) G

Es existiert auch eine Darstellung als System erster Ordnung,

yi = »

R 1 1

/ _ - o P
Y = RL LClerLCU

wobei y; := U; und y, := dUc/dkt.
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Das Richtungsfeld einer skalaren Gleichung erster Ordnung.

Gegeben sei die Differentialgleichung sholo (/1 ””;(
/ H ‘h —
y(t) = f(t,y(t))  mity(t) eR
Betrachte an jedem Punkt (t,y) € R? den Richtungsvektorw  lgsn 1

= 1 nT 7 M ]
v ( 7_)/) v .. A)
in der Tangentenrichtung y' = f(t, y). i—,__ﬁ >t

+
Definition: Ein Tripel (t,y,y’) € R3, das die Gleichung y’ = f(t,y)
erfiillt, nennt man ein Linienelement der Differentialgleichung.

Beispiele:
@ Richtungsfeld der Differentialgleichung y' = y.

@ "“Erraten” der Ldsung aus einer Skizze des Richtungsfelds: Betrachte die
Differentialgleichung

y =—-
y
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Ein Beispiel zum Richtungsfeld.

Die Linienelemente der Differentialgleichung

sind gegeben durch die Tripel (t Y, 77) € R3.

-
Der Richtungsvektor v im Punkt (t,y) ist gegeben durch (/1 ”' ( ): t+ryy =
i _— =T-ty -0

> v

t
V= (1,}/)7— = <1ay

und es gilt
[ [ vJ_r:(t,y)T;mitdemr

Die Lésungen sind (geometrisch gesehen) Kreise in der (t,y)-Ebene

; B 2/1_ y(t-)r: +vr2 —t2 (—r<t<r) & tros ¢
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Kapitel 1. Gewohnliche Differentialgleichungen

1.2 Elementare Lésungsmethoden

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einfachen Methoden zur
Berechnung von L&sungen der folgenden einfachen gewdhnlichen
Differentialgleichungen beschaftigen.

@ Separierbare Differentialgleichungen

Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Bernoullische Differentialgleichungen

Riccatische Differentialgleichungen

Exakte Differentialgleichungen
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Typ A: Separierbare Differentialgleichungen.

. sholn |, 1.0h—

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe sonille, nedd Sehe
{ y'(t) = f(t)-gly)
y(to) = yo
in einem Bereich D C R? der (t, y)-Ebene. Wi
| ¢

Gilt g(y) # 0, so lassen sich die Variablen t und y trennen: ) §

/ %) \| y'

— | AP = f(t) N\

\  gly0) /

/ AL /) &) \ B

\ Integration unter Verwendung der Substitutionsregel ergibt d
\ t, /S,%M
e f/vru' L ;

| t
Vate = [ 2= [ e
g l" Yo g(n) to

fy o (f,
7%
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Separierbare leferentlalglelchungen

Bezeichnen wir mit H(y) eine Stammfunktlon von 1/g(y), also

(v) = / (H - J’w)
g(y) Y e

>4 = \ S
X il
so folgt wegen S §

HY - Ho) :/;Z) =/ f(r)dr

Hy) = HOo) + [ F(r)ar

to

gerade

Da g(y) # 0, ist die Stammfunktion H(y) injektiv und daher invertierbar:

)= 1 (o) + / f(r)a
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Vh=e) 4 fec g1

ﬁ’ﬁljyﬁur SCJ'T'
@ 1= (ot = S
?'f 7("( +C(Tf) H(2) -2
) 7».@') -rmE”7 =9
7h = -alt) 7;, f - rJg? ‘/
() = 2 - o) (5 £b)
£l A Y
* e n_(‘r:Jr
=) }(Ul 7h
y>e Hgr=hy

H'2i= e,



Ein Beispiel fiir eine separierbare Differentialgleichung.

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe

{y’(t) = —tly L (7 4

R
r /| = .‘ﬁ“"~ =7
y(t) = yo Yl = i
Trennung der Variablen ergibt JL-I;"”'(i ) = | (2

1/}—_.yy’——t = /yndn——/t TdT H(H )(G?

(¥

Damit folgt

2 2
1
S0 -8 = /y2+t2=y3+t3=f27

Wir erhalten also als Losung einen Kreis um den Ursprung in der
(t,y)-Ebene mit Radius r.
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Typ B: Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen.

Eine Differentialgleichung der Form
0=r(3)
y'(t) .

[aBt sich mit Hilfe der Substitution
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Ein Beispiel fiir eine Ahnlichkeitsdifferentialgleichung.

=

Gesucht ist die Ortslinie aller Pu fii entenabschnitt auf
der y—Achse gleich dem("Abstand des Punktes ; vom Ursprung ist.

—Das—ProbIem W|rd modelliert durch die zugehdrige Differentialgleichung

A

Wir verwenden die Substitution u = y/t: fel =u- A+4
u/:—VI+U2 _ fe1-u
t - f

Eine Trennung der Variablen liefert zunachst
du [ dt
[Ava-1%
und damit

ancnb(u) =In (u+ 1+u2) — ||+ G
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Fortsetzung des Beispiels.

Aus der Beziehung (siehe Skript Analysis Il, Seite 37)
arsinh(u) = In (u +v1+ uz)

folgt
u=sinh(—In|t| + G)

und damit durch Riicksubstitution

MX_} LCI_ -G
! _t_Z(Ft{ e >

Wihlt man C = e, so erhalten wir 132

2y =C— —

Y C
und es ergibt sich als Losung die Parabelschar
t* = C*>—2Cy
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Typ C: Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung sind von der Form

y'(t) + a(t)y(t) = h(t).

Man nennt die Funktion h(t) die Inhomogenitat der Gleichung.

Die Differentialgleichung heiBt homogen, falls h(t) = 0 gilt.

Die allgemeine Losung 138t sich stets in der Form

y(t) = yp(t) + ya(t)

schreiben.

Dabei ist y,(t) eine spezielle (oder partikuldre) Lésung, und yp(t) ist
die allgemeine Losung der homogenen Gleichung

y(t) + a(t)yn(t) =0
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po Pohass sty /," +atl g, < Y
g ol Les g rel, = W)

(g ) = ©
Jh

Jn



|. Berechnung der allgemeinen Losung der homogenen
Gleichung.

Eine Trennung der Variablen

/
Y
yp(t) +a(t)yn(t) =0 = 7: = —a(t)
ergibt mit Hilfe einer Integration

dyh /
_ = — a(t)dt
i (t)

die allgemeine Losung

mit einer beliebigen Integrationskonstanten C € R.
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Il. Berechnung einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung.

. 4 | \
|£<f1:;,v, C ober 1A muhs Sors )

Dazu verwendet man die Methode der Variation der Konstanten

frsdi ol :- exp <— /t : a(T)dT>

oy Pt

Einsetzen in dle inhomogene Glelchung ergibt
—

/_..---"'
C/(t)-exp< dT _%Jr% ) = h(t

Durch Integratlon der Differentialgleichung fiir C(t) erhalten wir

- / h(r) - exp (+ / a(f)d§> dr

t L
Vel = §4 7 exp [Seasms] 4 exp - iw'J
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