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Inhalte der Vorlesung Differentialgleichungen |.

Beispiele gewdhnlicher Differentialgleichungen.

Elementare Lésungsmethoden.

Existenz und Eindeutigkeit bei Anfangswertaufgaben.

Lineare Systeme 1. Ordnung, Systeme mit konstanten Koeffizienten.
Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung.
Laplace-Transformation bei Differentialgleichungen.

Stabilitdt von Lésungen.

Randwertaufgaben, Variationsrechnung.

Numerische Verfahren fiir Anfangswertaufgaben.
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Numerische Verfahren fiir Randwertaufgaben.
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Kapitel 1. Gewohnliche Differentialgleichungen

1.1 Einfithrung und Beispiele ;
7h(+]

S
)l ( | psdt

Definition: Ein Gleichungssystem der Form

F(ty(0),y(1),...y& (1) = 0
mit
F:[a,b] xR" x--- xR" - R"”
—— ——
mest [0,00) ( (m+1)—fach

heiBt implizites gewohnliches Difﬂr;\rentiaIgleichungssystem derOrdn@
te

L5Bt sich das System nach y(™(t) aufldsen, so ergibt sich das explizite
System der Form:

y™(t) = £(t,y(2),¥' (1), -, y" (1))
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1.1. Einfiihrung und Beispiele "

i f ]
- n ek, ﬁ&{ At b
Im Folgenden suchen wir stets eing’ C™#Funktion

y:[ab] =R,

die das Differentialgleichungssystem erfiillt: fiir t € [a, b] gilt also

o F(EY(0).5/ ()., y™(1)) = 0
beziehungsweise
expbnit Yy () = F(Eh y(0),y/(0), ...y (1))
Spezialfall: Hingen die ionen F bzw. f nicht explizit von (der Zeit) t ab, so
nennt man das Systen{ autonom_4.h.
fhoyO. .y =0y e
oder ?(H
Y™ (6) = 2./ (0)....y D (0) i —
Loésungen nennt man dann auch Trajektorien der DGL. DT
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Autonome DGL, Anfangswert— und Randwertaufgabe.

clralon (Kes Syiin ]
an’-# A

y'(t) = y(1) expla’
gk i

hat auf jedem Intervall [a, b] C R unendlich viele Lsungen der Form

Beispiel: Die skalare autonome Gleichung erster Ordnung

y(t)=C-é¢ mit C € R

[ ‘fL Bl W‘ﬂf de b"’“"’ﬂ' WM‘)S_’;}‘_,;
exphed
{ y(t) = f(t,y(t)), a<t<b, yeR' 0ds/

Anfangswertaufgabe ({w-

y(a) = Ya (/-\nfangswert) arght e g mane

Randwertaufgabe ({m et Welo T2 ATsh unel iéf. n?yhh-)

{ y(t) = f(t,y(t), a<t<b yeR"
r(y(a),y(b)) = 0 (Randwert)
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Busgide .

) oyl=o 2 yil=c
A T > et
AL 7[2}=?,7G1=40

A R I Al
4B YE) @=1 ﬁ W)= 2+ +a

),(1’ =3}
okt Luche.

yler= ¢ €<l
(B;. (1= Co = { - <
;(5-]7.3 yé“}:cd"s-'f/l =3 = C‘-f—-g-



Beispiel 1: Populationsmodell |

Sei N(t) die GréBe einer Population, zum Beispiel Bakterien auf einem
Nahrboden. Die Anderung der Population in kleinen Zeitabschnitten wird
bestimmt durch

die Geburtenrate b und die Sterberate d.

Dann gilt
AN
— =~ (b—d)N(t
o~ (b= d)N(t)
Im Grenzwert At — 0 erhilt man die Differentialgleichung
dN
ey =aN(t) mit a=b-—d
Mit dem Anfangswert N(ty) = Ny ergibt sich die eindeutige Lésung »
= Do
N(t) = Noe*(t=t) +———-ﬂnw Mo x=e

0 U(Cy

Die Population besitzt also ein exponentielles Wachstum.
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Beispiel 2: Populationsmodell Il.

Bei exponentiellem Wachstum gilt fiir & > 0

lim N(t) = o0

t—o0

und das ist unrealistisch (zum Beispiel: Weltbevélkerung).
Suche also ein Modell mit

lim N(t) = K < o0

t—o0

Verhulst: Wachstumsrate ist eine mit N(t) linear fallende Funktion

‘ZTN:A (t)-:o<-:-=<QUEt‘-}/
g A W(R)=N.

Die Loésung der zugehdrigen Anfangswertaufgabe lautet dann

K- No T2 K _ K
No + (K — No)e AK(E ) .

N(t) =

und man spricht hier vom logistischen Wachstum.
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Beispiel 3: Das Regelkreisglied.

Mechanisches Feder—-Dampfer—System mit Anregung

ye(t) = vorgegebene EingangsgroBe
ya(t) = AusgangsgroBe

Ke(t) = K(ye(t) — ya(t)) = Federkraft
Kp(t) = ry.(t) = Dampferkraft

wobei K die Federkonstante und r den Dampfungskoeffizienten bezeichnet.

Modellierung als gewdhnliche Differentialgleichung liefert

Vi) = =Aya(t) + Aye(t) mit A =

S IX

Die Lésung des Anfangswertproblems bei Vorgabe von ye(t), t > to ist

t
Ya(t) = ya(to)e 70 4+ A / ye(r)e 0 dr

to
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Beispiel 4. Die Newtonsche Abkiihlung.

Fiir die Temperatur T(t) eines homogenen Korpers gilt (vereinfacht) die
Differentialgleichung

T k.F cml Ene.‘,la-boih
= T (Tu(0) = T(2)
Dabei ist

T.(t) = Umgebungstemperatur
m = Masse des Korpers
F = Oberflache
¢ = spezifische Warme
k = Proportionalitdtsfaktor

Die Gleichung ist identisch mit der des Regelkreisglieds und insbesondere gilt

T(t) = TJ(t) fiir t — oo.
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Beispiel 5: Der elektrische Schwingkreis.

Gegeben seien 2

der Ohmsche Widerstand R, [—Cﬂ’—‘
L

die Induktivitat L, )
die Kapazitat C. I/\ l*/{
Fiir die Spannungsabfille gilt

U= {L ﬂc:f”
JJ— S

sowie bei vorgegebener Spannung u(t

—_EUR-F U+ Uc= U(t) ]

Wir ersetzen in Ug und U, die Variable | durch C - dU¢/dt, und erhalten

Stk
dU d*U 20—
tc E it L R
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Beispiel 5: Der elektrische Schwingkreis (Fortsetzung).

Der Schwingkreis wird modelliert durch eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung:
d*Uc dUc
LC———+RC—+ Uc=U(t
a2 + a + Uc = U(t)
Typisch ist die Vorgabe einer Wechselspannung, also U(t) = Uy cos(wt).
Beobachtung: Anfangswertproblem mit Vorgabe von

dUc

Uc(to) =G und p (to) G

Es existiert auch eine Darstellung als System erster Ordnung,

yi = »

R 1 1

/ _ - o P
Y = RL LClerLCU

wobei y; := U; und y, := dUc/dkt.
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