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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.2 Grundbegriffe der Variationsrechnung
Problem der Brachistochrone (Johann Bernoulli, 1696):

Man bestimme eine differenzierbare Funktion y = y(t) mit
Randbedingungen y(a) = ya, = yp, sodass das Integral

1+ (y
Iyl —/ i y(t

Interpretation: Das angegebene Funktional /[y] beschreibt — bis auf einen
Vorfaktor — die Zeit, die ein Massenpunkt bendtigt, um unter dem Einfluss
der Schwerkraft entlang der Kurve y = y(t) von Punkt A = (a,y,) zum
Punkt B = (b, yp) zu kommen.

minimal wird.
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Allgemeine Formulierung einer Variationsaufgabe.

Gesucht ist eine differenzierbare Funktion y : [a, b] — R, die die

vorgebenenen Randbedingungen
7e 1
WA=y v =y | [T
erfiillt und gleichzeitig ein Funktional der Form QF\ L “‘_r
b
I = [ ey(0.y/(2) de
a
minimiert.
Ziel: Wir suchen eine Randwertaufgabe, die zu der oben formulierten
Variationsaufgabe dquivalent ist.
151 / 200
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Zur Losung des Variationsproblems (Lagrange, 1755).

Sei yo(t) die Losung des allgemeinen Variationsproblems und h : [a, b] — R eine
beliebige differenzierbare Funktion mit

Setzen wir y(t,e) als
y(t,€) == yo(t) + eh(t),

so besitzt die Funktion
J(e) = Ily(-,e)] = Ilyo +eh]
im Punkt e = 0 ein Minimum, denn y(t) l6st das allgemeine Variationsproblem.

Da J(e) eine skalare Funktion der reellen Variablen ¢ ist, gilt als notwendige
Bedingung fiir einen (lokalen) Extremwert (nach Analysis I)

dJ
)

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen | fiir Ingenieure 152 / 200



Die erste Variation d/.

Definition: Der Ausdruck &/ definiert durch

d
- h - 4 de
de [yo e ] e=0 d< /f“’

heiBt die 1. Variation des Funktionals /[y].

Damit man eine Losung des Variationsproblem erhilt, muss 6/ = 0 gelten.

Bemerkung: Yﬂ}* cbit)
@ Die Funktion ~—

3y(8) = = Y(t,)l.—o = A(2)

nennt man auch die 1. Variation der abhangigen Variablen.

@ Die erste Variation 4/ entspricht der Richtungsableitung von /[y] in
Richtung h an der Stelle yg.
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Berechnung der ersten Variation

Die 1. Variation berechnet man Wie%/ ;—; 1[70 () -f'CLl[-)]
<q P )
ol = e ftyo+shyo+5h)d
e=0

Il
\

t }/07}/0 )+ fy’(tv)/ané) : hl(t) dt

Partielle Integration

b

b d.
[ (B0~ S (e3000)) - W+ ) HCO),

=0

= /b< (t, ¥0,¥5) — dt (t)/o7)/o)> h(t)dt
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Das Fundamentallemma der Variationsrechnung.

Wir erhalten also aus Bedingung 6/ = O:

b
d !
/ <f;/(t7y07)/(/)) )c}’/(tvy07)/(/))> h(t)dt;O

dt

Da h(t) beliebig ist, folgt das Fundamentallemma der Variationsrechnung

D0 pbod 2 Oy

d .
fy(tvy07y(l))7afy/(t7y07y(l)):0 furag tSb

Satz: Jede Lésung der oben definierten Variationsaufgabe ist zugleich eine
Loésung der Randwertaufgabe

d
f;/(ty)/Oa}’(;)_Eﬂ/’(LYOa}’é) =0

(@) =ys (b)) =y
Die Differentialgleichung nennt man die Euler—Lagrange—Gleichung.
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Explizite Form der Euler-Lagrange—Gleichung.

Wegen

19 :MJE (£, Y0, ¥5) = fyre(t. y0. ¥6) + Fry (£, 0, ¥8) - ¥6 + Fryr (£, Y0, %) - ¥6

|8t sich die Euler-Lagrange Gleichung unter der Regularititsbedingung
fy’y’(t7 yOaY(;) #0
nach y{’ auflésen und damit in der expliziten Form

y// — f;/(t7.y07.y6) - fy't(tayané) B fv’y(ta)/o’}/(g) . .y(/)
0 fy/y’(taYané)

schreiben.

Bemerkung: Die Gleichung IaBt sich in zwei Spezialféllen vereinfachen:
@ die Funktion f ist unabhangig von y, d.h. f = f(t,y’),
@ die Funktion f hangt nicht explizit von t ab, d.h. f = f(y,y’).
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Zwei Spezialfdlle der Euler—Lagrange Gleichung

@ Hingt f nicht von y ab, f = f(t,y’) so lautet die Euler-Lagrange Gleichung
d

Ef;/’(ta Yan(;) =0.

Dies bedeutet aber fiir alle a <t < b

Bl /0wy

f_;//(t’ y07 .yé) = ConSt'

@ Hangt f nicht explizit von t ab, so gilt firalle a <t < b

Hom it H:=f—fyy' =const. K /1 oy
denn
d d d
7H — ff—f//:f/ ///_ 7)(/ ! 7
=0
d
= (5 gb)r=o
R R
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Beispiel: Das Problem der Brachistochrone.

Gesucht ist eine C1-Funktion y(t), die das Funktional
b
1 (+))2
e [ r
a Ya — y(t)
unter den Nebenbedingungen

y(a)=y. und y(b) =y
minimiert.

Der Integrand von /[y] hingt nicht explizit von t ab, wir bestimmen daher die
Hamilton—Funktion:

H = f—f;,/y/

\/1+(yf(t))2_ \/ya—y(t) YO

Ya—y(t) 1+ (Y ()72 ya—y(t)
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Fortsetzung des Beispiels.

Fiir die Hamilton—Funktion gilt

O ) S I 75 4 ) N 4 O N
= \/ya—y(t) \/1+(y’(t))2 Ya—y(t) rie

1 1

= . = ¢; = const.
VIH())? Vya—y(t)
Daraus erhalten wir die Differentialgleichung
2c — - 1
VY i (7 1) B S S
dk Ya— Y (=]

Eine Trennung der Variablen ergibt dann die implizite Darstellung

Y
Ya—1T]
—————dn=1t—a,
/y,, 2c—(ya—m)

eine Zykloide (siehe Band 1, Beispiel 14.2.2).
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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.3 Lineare Randwertprobleme zweiter Ordnung

Wir betrachten eine lineare Randwertaufgabe zweiter Ordnung

Llyl] = y"(t)+a(t)y'(t) + ao(t)y(t) = h(t)
Rilyl] = oaay(a)+ fry'(a) + 7y (b) + o1y'(b) = dh
Rolyl = aay(a) + Bay'(a) + y2y(b) + d2y'(b) = da

Damit das oben stehende System eine Lésung hat, nehmen wir an, dass die
zugehorige homogene Randwertaufgabe

Ly]=0, Rily]=Rely]=0
nur die triviale Losung besitzt.

Beobachtung: Das Problem |48t sich stets auf ein Problem mit homogenen
Randbedingungen zuriickfiihren.
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Riickfiihrung auf homogene Randbedingungen.

Sei yo(t) eine C?>~Funktion mit

Rl[yo] = d1 und Rz[yo] = d2

d.h. yo(t) erfiillt die gegebenenen Randbedingungen.
Wir setzen dann

z(t) := y(t) — (1)
Folgerung:
Lost y(t) das Problem

Lly] = h(t), Rily] = di, Roly] = da,

so lost z(t) das homogene Randwertproblem

L[z] = h(t) := h(t) — Lol(t),  Rilz]=0,  Refz] =0
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Die Greensche Funktion bei Randwertaufgaben.

@ Randwertaufgaben 2. Ordnung mit homogenen Randbedingungen
lassen sich stets mit Hilfe der Greenschen Funktion I6sen.

@ Dabei erhilt man die Lésungsdarstellung

b
y(t) = / G(t,7)h(r) d

mit der Greensche Funktion G(t,7) und a < t,7 < b.

© Entscheidender Vorteil: Die Greensche Funktion hingt nur vom
Differentialoperator L[y] ab, aber nicht von der Inhomogenitét h(t).

@ Ist die Greensche Funktion fiir den Differentialoperator L[y] bestimmt,
so lassen sich die Losungen mit beliebiger Inhomogenitat in der
obigen Form darstellen.
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