Stabilitat mittels Ljapunov—Funktionen.

Wir betrachten wieder das nichtlineare autonome System
y'(t) =f(y(t))  mit f(0) =0

Definition: Eine C!~Funktion V: D - R, D C R heiBt LJapunov—Funktlon auf
K.(0) C D fiir f(y), falls gilt
i %
a) \
{ V(0)=0 .

V(y) >0 fiiry#0undy € K,(0) | &

b)
(VV, f(y)) <0 fiir alle y € K,(0)
Gilt in b) sogar
b’)
(VV, f(y)) <0 firalleymit0 < |ly]| <r

so nennt man V/(y) eine strenge Ljapunov—Funktion.
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Stabilitatssatz IV mit Ljapunov—Funktionen.

Satz: (Stabilitatssatz 1V)

1) Existiert eine Ljapunov—Funktion V(y) von f(y), so ist die Nullldsung
y* = 0 ein gleichmaBig stabiler Gleichgewichtspunkt.

2) Ist V(y) zudem eine strenge Ljapunov—Funktion von f(y), so ist die
Nulllésung y* = 0 ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.

Beweisidee: Wir berechnen die Zeitableitung der Funktion V/(y(t))

V) = eRd(V(y(D) - ¥(0)
= grad(V(0) - F3(0)
= (VV.F))

Ist V eine (strenge) Ljapunov—Funktion, so ist V = V/(y(t)) (streng) monoton
fallend.
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Instabilitdt und Ljapunov—Funktionen.

Bemerkung: Wir betrachten wieder die autonome Gleichung
y'(t)=f(y(t))  mit £(0) =0,

d.h. die Nulllésung y* = 0 ist ein Gleichgewichtspunkt.

Existiert eine C'~Funktion V(y) mit den Eigenschaften
V(0)=0
V(y) >0 firy#0undy <€ K.(0)

und
(VV. f(y)) >0 fir alley mit0 < |y|| < r

so ist y* = 0 ein instabiler Gleichgewichtspunkt.
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Ein Beispiel zu Ljapunov—Funktionen.

L
%)'_ Y ) : n)(i(
Wir betrachten das nichtlineare System vl "\« DAY
A
x = = +y J'*(A—)I)‘ M4 =0
Vo= —x—y° A=t

Der Nullpunkt ist ein isolierter Gleichgewichtspunkt des Systems.

Mit dem Ansatz
V(x,y) =ax®> + by? a,b>0
gilt offensichtlich

V(0,0) =0 und V(x,y)> 0 fiir(x,y) # (0,0)
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Fortsetzung des Beispiels.

Weiter berechnet man

Voo = (5o ) (T8 )

—x—y
= 2ax(—x*+y) + 2by(—x — y°)
= —2ax* + 2axy — 2bxy — 2by®

Setzt man a = b > 0, so folgt

V(x,y) = —2ax* —2by® = - (c"+°)

d.h. V ist eine strenge Ljapunov—Funktion und der Nullpunkt ist ein
asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.
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Ljapunov—Funktion fiir das mathematische Pendel.

Beim mathematischen Pendel H=€ 6~ ~w'sie
o=y
vo = —w?siny
setzt man % ).G:Z
V(y1,y2) = 5)’22 +w?(1 - cosy)

Damit gilt V/(0,0) =0 und V(y1,y2) > O fiir (y1,y2) € K.(0), r < m. Weiter

berechnet man
. w?sin vi Vo .
<V\/,f> - <( Vo ’ _w2siny1 > =0

Also ist V eine Ljapunov—Funktion auf K,(0) und der Nullpunkt ist ein stabiler
Gleichgewichtspunkt. Allerdings ist V keine strenge Ljapunov—Funktion, denn der
Urspung ist auch nicht asymptotisch stabil.
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Kapitel 4. Randwertaufgaben

4.1 Allgemeines

Wir betrachten ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung:

y'(t) = f(t,y(t)),  mity(t) € R".

Dabei sei f(t,y) auf einem Gebiet D C R™ 1 hinreichend oft stetig
differenzierbar.

Anfangswertaufgabe: Gebe Losung zur Zeit t = a vor
y(a) = yo

Randwertaufgabe: Zur Festlegung einer Losung y(t) werden nicht alle
Komponenten y; an einer Stelle vorgegeben wie oben, sondern

gewisse Komponenten y; an verschiedenen Stellen t = a, b, c, ...
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Typische Beispiele zu Randwertaufgaben.

@ Sturmsche Randwertaufgaben
y'(t) + a1(t)y'(t) + aoy(t) = h(t)
a1y (a) + azy'(a)
Bry(b) + Bay'(b) = d>

I
Q
S

@ Lineare Randwertaufgaben

{ y'(t) = A(t)y(t) +h(z)
B.y(a) + Bpy(b) = d

© Allgemeine Zweipunkt—Randwertaufgaben

{ y(t) = f(ty(t)
r(y(a),y(b)) = 0
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Randwerte entscheiden liber die Existenz und Eindeutigkeit

einer Losung.

Beispiel: Wir betrachten die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
gegeben durch ) y({# =g sind 45 ot

Y'+y=0 i) =0l E

i+ —H‘ . + ¥
@ Die Randwerte 77 e, e’ D e
0)=0 d — =t P
y(0) und y (2) “7 (7’} ﬁ o)
ergeben die eindeutig bestimmte Lésung y(t) = sin t. Pt q (: I)
Keine L3 istiert fiir die Randwert Nta ,.+
@ Keine Ldsung existiert fiir die Randwerte (.‘ )c !("_)E |
y(0)=0 y(r)=1 PR et (;.,4
P S i I
© Fiir die Randwerte a1 S5
y(0)=0  y(r)=0 W)= (ot ot

gibt es unendlich viele Lésungen y(t) = csin t mit einem beliebigen ¢ € R.
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Existenzsatz fiir lineare Randwertaufgaben.

Satz: Gegeben sei die lineare Randwertaufgabe
y'(t) = A(t)y(t) +h(t)
B.y(a) + Byy(b) d

mit stetigen Funktionen A(t), h(t), t € R. Weiterhin sei Y(t) ein beliebiges
Fundamentalsystem zu y’ = A(t)y. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

1) Die Randwertaufgabe ist fiir alle stetigen Inhomogenitaten h(t) und
Randwerte d stets eindeutig |osbar.

2) Die zugehérige Randwertaufgabe
y(t) = Alt)y(t) +%&=)
{ B.y(a) + Byry(b) 0
hat nur die triviale Lésung y(t) = 0.
3) Die Matrix

E:=B,Y(a) + B,Y(b) € R™*"
ist regular.
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Unser Beispiel: Die Differentialgleichung y” + y = 0.

Wir schreiben die Gleichung zweiter Ordnung zunichst als ein System und
bestimmen anschlieBend das zugehdrige Fundamentalsystem:

cost sint
Y(t) = ( —sint cost )

o) ae ()

Damit folgt: MAGE =Y,
)__' [ B,

_A__' Ve

_ 10 10+00 cosb sinb
N 00 0 1 10 —sinb cosb

- <colsb smb) MJWA t/b—#kﬂd

Die Matrix E ist demnach reguldr fiir b = 7/2 und singular fiir b = 7.

|b

"|'

E = BY()+Bb
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