Stabilitatssatz Il bei linearen Differentialgleichungen.

Satz: (Stabilitatssatz I1) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem y’ = Ay
mit der konstanten Matrix A € R"*". Die Nulllésung y* = 0 ist genau dann

1) strikt stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt: Re();) < 0.

2) ‘gleichm'aiBig stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt:
Re ()\J) <0 und Re ()\J) =0= g()\j) = a()\j)
3) In allen anderen Fillen ist die Nulllésung y*(t) = 0 instabil.

Beispiel: Die Nullldsung des Systems mit Koeffizientenmatrix

4 8 4
A= -1 -2 1
—2 -4 -6

@4‘ 4155?& »-;JA(
ist instabil, denn die Eigenwerte sind Ay = —4 und A\, =0 {,d?pfel er Eigenwert),
aber g(>\2) = 1 < a()\2) = 2 n 5le r,{
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Ein Beispiel zum Stabilitatssatz II.

@ Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

i -1 1 v 5
") =Ay+b= +
Yo -1 -1 ¥ 1
@ Der eindeutige Gleichgewichtspunkt ergibt sich als Lésung des linearen
Gleichungssystems ~ _ 4, =L

I -1 vin\_ (5
1 1 v ) U1
und ist gegeben durch y* = (3, -2)7. Jm‘('_ﬂq"i _ﬁ/\) (k) 40 =

A2\ 1l = °
© Die Transformation z := y — y* liefert das homogene System

=0
@ Die Eigenwerte von A lauten A\;» = —1 £/ und damit ist y* strikt stabil.
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Das Kriterium von Routh und Hurwitz.

Satz: (Kriterium von Routh und Hurwitz) Gegeben sei das reelle Polynom

n
p(z) = Z arz" mit a, > 0.
k=0

Dann sind dquivalent:  hi AM?L b as7u~r,7}a4wge Gahlad [ e

1) Alle Nullstellen von p(z) haben negativen Realteil.

2) Esgilt ax > 0 fiir alle k =0,1,...,n, und alle Hauptunterdeterminanten der
(n, n)-Matrix
0
0
H= 0
aopn—1 dap—2 ... . e an

sind positiv. Dabei setzen wir a, = 0 fiir alle kK > n.
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Ein Beispiel zum Kriterium von Routh und Hurwitz.

Gegeben sei das Polynom mit strikt positiven Koeffizienten

p(z) = .-223 +4722 45246

Vo0 0 2
N
Die Hauptunterdeterminaten sind detH; = |5/ =5 sowie
5 6 5 6 0
detH2:’2 4‘:8 und detH; =2 4 5 |=16
0 0 2

Also besitzen alle Nullstellen von p(z) einen negativen Realteil.
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Qualitatives Verhalten fiir ebene konstante Systeme.

Wir betrachten das homogene ebene System mit konstanten Koeffizienten
y =Ay  mit y(t) € R? und A € R**?,

Weiterhin seien Ay und X, die Eigenwerte von A mit den zugehdrigen
Eigenvektoren bzw. Eigen— und Hauptvektoren vy und vs.

Mit S = (v1,v2) und

MO
( 01 N ) falls Ay # \p oder A\; = 2, g(A2) =2

J=S"!'AS =
ALY s A = A und g(M) = 1
0 M 1= A2 gA2) =
erhalten wir fiir w(t) := S~'y(t) die Differentialgleichung w’(t) = Jw(t).
In der (w1, wy)—Phasenebene ergibt sich dann qualitativ das folgende

Stabilitatsverhalten: Fortsetzung auf Folie.
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Stabilitat bei nichtlinearen Differentialgleichungen.

Wir betrachten das nichtlineare autonome System

Y (8) = F(y(6) < fd+ ety 4l

wobei f(0) = 0 gelte, d.h. y* = 0 ist ein Gleichgewichtspunkt des Systems.

Stabilitdtsuntersuchung mittels Linearisierung der rechten Seite
y(t) = Ay()+8(y(1)
A = Jf(0)
g(y) = o(lyl) mitg(0)=0

Folgt aus Taylor—Entwicklung der rechten Seite um den Entwicklungspunkt
y' =0
f(y) =f(0) + Jf(0)y + g(y)
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Stabilitatssatz Il fiir nichtlineare Gleichungen.

Satz: (Stabilitatssatz Ill) Mit den obigen Voraussetzungen gilt.
1) Gilt fiir alle Eigenwerte \; von A = Jf(0)

Re()\j) <0,

so ist y* = 0 ein strikt stabiler Gleichgewichtspunkt von y" = f(y),
d.h. die Stabilitdt des linearisierten Systems iibertragt sich auf das
nichtlineare System.

2) Existiert ein Eigenwert A; von A mit
Re()\j) > 0,
so ist der Gleichgewichtspunkt y* = 0 instabil, d.h. die Instabilitit des

linearisierten Problems iibertragt sich ebenfalls aus das nichtlineare
Problem.
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Beispiel: Linearisierung um den Gleichgewichtspunkt
Y = Vi, yok) " = (km,0)7  k € Z.

Wir linearisieren um den Gleichgewichtspunkt (yik, y2k) = (km,0), k € Z.

fy1,y2) = (i, yor) +I F(yic, yor) ( }}2 :)}Zi ) +o(|ly — y«ll)
=0

—k
= Ji(kn,0) ( o ) +o(lly - yll)
2
_ 0 1 y1—k7r
B < —w?coskm 0 ) ( v >+°(||y_yk||)

- ( 7w2?—1)k é ) ( & ;fﬁ ) +o([ly — y«l)
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Stabilitat des linearisierten mathematischen Pendels.

Die Linearisierung ergibt sich das lineare System
i = y
y» = —w*(=1)"(n1 — kn)

Wir berechnen die Eigenwerte der (konstanten) Koeffizientenmatrix

Es gilt
‘ =N 4w (-1)k

—w?(—=1)k A
Fiir die Eigenwerte folgt daraus

\ { +iw : falls k gerade /8 4'1513# ""’J’{{
12 =

+w : falls k ungerade I shehid
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