Laplace-Transformation und Differentialgleichungen.

Nach dem Differentiationssatz gilt
F'(t) o—e sf(s) — F(0)

Idee: Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

v, vo-1 2l

Y'(t (
/
vo

(0=
Fiir die Laplace—Transformierte y(s) vo
Py
sy(s) =1=y(s) = y(s)=

n Y(t bt sich d
(t) ergibt sic ann b ods X

und aus der Korrespondenztabelle erhalten wir
Y(t) =

Resultat: Lineare Differentialgleichungen ergeben algebraische Gleichungen fiir die
Laplace-Transformierte.
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Beispiel.

Wir suchen die Lésung des Anfangswertproblems (« > 0)

Y”(t) + a?Y(t) = sin(at)
—

. , Vb e s 951~ e,
mit ¥(0) = ¥'(0) = 0. ' _ Y't) o—o 517(5]-@’(0;— @)
Nach der Korrespondenztabelle erhalten wir

NS
s7y(s) +a Y(S):m

und es gilt
«a

Y(S):m

Man konnte nun mit einer Partialbruchzerlegung weitermachen.

Wir verwenden hier die Beziehung

« 1 d «

y(s) = (2+ a2 2sds s2+a?
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Fortsetzung des Beispiels.

Mit o
und dem Multiplikationssatz
2as d @
tF(t —f'(s)= 55— =2 =—-—
( )O—. (5) (52+O£2)2 Sy(S) ds s2 + a2

folgt

d o .

R e tsin(at)

Anwendung des Integrationssatzes liefert dann die Beziehung

_oa4d e ot _ 1 .
25ds s2+ a2 g/o Tsin(at)dT —2a2( atcos(at)+snn(at))

Die Lésung lautet demnach

Y(t) —zfz ( — atcos(at) + sin(at))
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Ein zweites Beispiel.

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe

" / _ .
Y'+Y —|—ﬂ = sin(wt)
Y’ + Z'+ Z =0 N\
mit den Anfangsbedlngungen Y(O) —%, Y’(0) =0und Z(0) =0
Anwendung der LapIace—Transformatlon ergibt \
{""_'"“ﬁ\..zt——-—-—"";‘_\ /‘\-L-—-j—-—-\ — w
—sY(0 Y 4 S
y(s) = =¥(0) YA + () VA +42le) = i
56)— Y(O) + () 20) H o) = 0
Mit den Anfangsbedingungen erhalten wir
w s+1
5(5 + 1)y(5) + 42(5) = m — 3 ﬁ'ﬂ&n“.f [;—
] f‘“’“ﬂ*”r
sy(s) +(s+1)2(5) = —5
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Fortsetzung des Beispiels.

Die Funktionen (y(s), z(s)) erfiillen ein lineares Gleichungssystem mit der Matrix

1) 4
A:A(s)=<5(5:) 5+1) 01 (1) .-

und die Losung lautet

(s) 3w(s +1) —[(s + 1)% — 4](s® + w?)
= 1
Y 3(s2+w?)s[(s +1)2 — 4]  susfie %
1
2(s) = -
(s> +w?)[(s+1)>—4]
L . 2 s A A a4
Die nachsten Schritte: St St T siacl  Fa ) Seatt S0
St ot C+ a'.w

@ Partialbruchzerlegung

@ Riicktransformation aus der Korrespondenztabelle

121 / 200
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Komplettierung des Beispiels.

Nach langeren Umformungen ergibt sich

2 2
v w—3 w”+5 .
4% = — t _——_——— t
0 ST 1) W) T g St
+ w of — w o3t _ w1
2(w?+1) 6(w? +9) 3w
2w w?+3 .
§) = o t)+ t
RO o Wt gy @)
_ w t w —3t
W21 a9
Fazit: komplizierte Rechnungen, aber einfaches Lésungskonzept!
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Kapitel 3. Lineare Differentialgleichungen

3.5 Stabilitat

Gegeben sei eine Differentialgleichung erster Ordnung

y'(t) =f(t,y(t)), y(t)eR”

mit hinreichend glatter rechten Seite f(t,y). Weiterhin sei y*(t) eine spezielle
Losung der Differentialgleichung.

,! p\d]u};"-'{
Frage: Wie verhalten sich benachbarte L3sungen y(t; to, yo)? -
Beispiel: Wir betrachten die beiden Anfangswertaufgaben _° J(__ ___S_f.z’-‘--(
ijbi 21 @.5.!’&
yi(t) = n(t) b y(t) = —y(t)
zZW.
»n0) = 0 y2(0) = 0

In beiden Fillen ist die Lésung y*(t) = 0. Die Losungen y(t;0, yp) mit einer
Anfangsbedingung yo # 0 sind aber gegegen durch

yi(t) = yoe' — oo ( bzw.  w(t)=ye ' =0 fir t— oo
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Stabilitat von Losungen.

Definition:

a) Die Losung y*(t) heiBt stabil auf einem Intervall | C R, falls es zu t5 € /
y und £ > 0 stets ein § > 0 gibt, sodass fiir alle yo mit ||yo — y*(to)|| < 0 gilt

S t t —y*(t fir allet €/
— ly(t: to,yo) —y*(t)|| < e ur alle t €

Kann man 4 unabhingig von t, wahlen, so nennt man y*(t) gleichmiBig
stabil auf /.

b) Ist die Lésung y*(t) auf einem Intervall [a, 00) erklart, so heiBt y*(t) dort
asymptotisch stabil, falls y*(t) dort stabil ist, und es zu ty > a stets ein
d(to) > 0 gibt, sodass fiir alle yo mit |lyo — y*(to)|| < J gilt

Y 7

T

JSim {ly(t; to, yo) — y"(to)| = 0

T . Y

R
Die Losung y*(t) heiBt strikt stabil, falls y*(t) gleichmaBig und

asymptotisch stabil ist.
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Stabilitatsuntersuchung der Nulllésung reicht aus.

Bemerkung: Sei y*(t) eine Lésung der Differentialgleichung
y'(t) = f(t,y(t))

Setzen wir
z(t) == y(t) — y*(t)

so erfiillt z(t) die Differentialgleichung

2(£) = (2, 2(1) + (1) = (£, (1)) = £ (£,2(1))
Gleichzeitig sieht man sofort, dass z*(t) = 0 eine Losung von

Z'(t) = (¢, 2(t))

ist.
Statt der Stabilitidt von y*(t) kdnnen wir also — dquivalent dazu — die Stabilitat
der Nullldsung von 2'(t) = f*(t,z(t)) untersuchen.
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Stabilitatssatz | bei linearen Differentialgleichungen.

Fiir ein lineares Differentialgleichungssystem

y(t)=A(t)y(t) mita<t<oo
und stetiger Matrix A(t) € R"*" sei Y(t) ein beliebiges Fundamentalsystem.
Satz: (Stabilitdtssatz |) )/GJ: YﬁL)-c, Y[‘L]-. i#)< Vo, C= T’éJ ¥ m

1) Die Nulllssung y*(t) = 0 ist genau dann stabil auf dem Intervall [a, 00), falls
das Fundamentalsystem Y(t) auf / beschrankt ist.

2) Die Nulllésung y*(t) = 0 ist genau dann gleichmé&Big stabil auf /, falls es
eine Konstante M > 0 gibt, sodass fiir alle t > ty > a gilt

1Y (£)Y (o)} < M

3) Die Nulllésung y*(t) = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, falls gilt:

Jim ¥ (2)] =0
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Ein weiteres Stabilitatskriterium.

Satz: Sei \(t) der groBte Eigenwert der Matrix A(t) + A(t)". Ist die Beziehung

/ A(t)dt = —oc0

to

erfiillt, so folgt fiir jede Lésung y(t) der Differentialgleichung y' = A(t)y
t|—|>rgo y(t) =0,

d.h. y*(t) = 0 ist asymptotisch stabil.

Beweis: Wir berechnen

d o o dior N T T _T(AT
T = GE(7) = ATy yT(Ay) =yT (AT + A)y
b7 it
< MOY) =X Iyl

Daraus folgt durch Integration

t
w2 < y02-exp( / A(T)ch)
to
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Stabilitatssatz Il bei linearen Differentialgleichungen.

Satz: (Stabilitatssatz I1) Gegeben sei das Differentialgleichungssystem y’ = Ay
mit der konstanten Matrix A € R"*". Die Nulllésung y* = 0 ist genau dann

1) strikt stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt: Re();) < 0.

2) gleichmiBig stabil, falls fiir alle Eigenwerte von A gilt:
Re ()\J) < 0 und Re ()\J) =0 = g()\j_) = a()\j)
3) In allen anderen Fillen ist die Nulllésung y*(t) = 0 instabil.

Beispiel: Die Nullldsung des Systems mit Koeffizientenmatrix

4 8 4
A= -1 -2 1
—2 -4 -6

ist instabil, denn die Eigenwerte sind A\; = —4 und A, = 0 (doppelter Eigenwert),
aber g(A2) =1 < a(Ah) =2.
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